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Â òåîðèè ïðèáëèæåíèé èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåíèÿ ñëîæ-
íûõ îáúåêòîâ áîëåå ïðîñòûìè. Ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ (íàçîâ¼ì å¼
E) ðåäêî óäà¼òñÿ íàéòè òî÷íî, ïîýòîìó çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà äâå: ïîëó-
÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê: E 6 . . ., è íèæíèõ îöåíîê: E > . . .. Äëÿ âåðõíèõ
îöåíîê, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿþòñÿ êîíêðåòíûå ìåòîäû àïïðîêñèìàöèè:
ðÿäû Ôóðüå, èíòåðïîëÿöèÿ, è ò.ä. Ýòó ÷àñòü òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî
íàçâàòü êîíñòðóêòèâíîé òåîðèåé ïðèáëèæåíèÿ. Â ýòîé è áëèæàéøèõ
ëåêöèÿõ ìû ïîãîâîðèì î íèæíèõ îöåíêàõ, êîãäà ìû äîêàçûâàåì, ÷òî
îáúåêò ÿâëÿåòñÿ â òîì èëè èíîì ñìûñëå áîëüøèì, ñëîæíûì, è íå ìîæåò
áûòü ñëèøêîì õîðîøî ïðèáëèæåí. Êîíå÷íî, ýòî áîëåå òåîðåòè÷åñêàÿ çà-
äà÷à, îäíàêî íèæíèå îöåíêè ïîêàçûâàþò ïðåäåë íàøèõ âîçìîæíîñòåé è
ïîçâîëÿþò çàÿâëÿòü îá îïòèìàëüíîñòè òåõ èëè èíûõ ìåòîäîâ.

Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, x ∈ X, M ⊂ X. ×åðåç
E(x,M)X îáîçíà÷àåòñÿ ðàññòîÿíèå îò x äîM , òî åñòü infy∈M ‖x−y‖. Äëÿ
ìíîæåñòâà K ⊂ X ÷åðåç E(K,M)X îáîçíà÷àåì óêëîíåíèå îò K äî M ,
èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, âåëè÷èíó íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ìíîæåñòâà
K ìíîæåñòâîì M :

E(K,M)X := sup
x∈X

E(x,M)X = sup
x∈X

inf
y∈Y
‖x− y‖X .

Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî, î êàêîì X èä¼ò ðå÷ü, íå ïèøåì åãî: E(K,M).
Íà ýòîé ëåêöèè áóäåì ðàáîòàòü â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíê-

öèé X = C[a, b]; íîðìà ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò íîðìó â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. ×å-
ðåç Pn îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ñòåïåíè íå âûøå n.

Íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó òåîðèè ïðèáëèæåíèé.
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Òåîðåìà 1 (Weierstrass, 1885). Äëÿ ëþáîé f ∈ C[a, b] èìååì

E(f,Pn)C[a,b] → 0 ïðè n→∞.
Êàê áûñòðî äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü E(f,Pn)?

Íåñëîæíîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ñõîäèìîñòü ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî ìåäëåííîé.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αn → 0 (n → ∞)
ñóùåñòâóåò f ∈ C[a, b], òàêàÿ ÷òî E(f,Pn) > αn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â êà÷åñòâå �êèðïè÷èêîâ� äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè f
èñïîëüçóåì ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà: ×n(cos θ) = cosnθ. Èçâåñòíî, ÷òî
‖×n‖ = 1 è E(×n,Pn−1) = 1.

Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ nk, òàê ÷òî αn <
1
2
3−k−1 ïðè

n > nk. Ïîëîæèì

f :=
∞∑
k=1

3−k×nk
.

Îöåíèì E(f,Pn); ïóñòü nj−1 6 n < nj. Ðÿä äëÿ f ðàçáèâàåòñÿ íà îñ-
íîâíîå ñëàãàåìîå

∑j
k=1 è �õâîñò�

∑
k>j, íîðìà êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò∑

k>j 3−k = 1
2
3−j. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òîãî, ÷òî n < nj, ïîëó÷àåì

E(f,Pn) > E(

j∑
k=1

3−k×nk
,Pn)− 1

2
3−j = 3j − 1

2
3−j =

1

2
3−j.

Â ñèëó âûáîðà {nk}, ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà íå ìåíüøå αn. (Èíäåêñû èí-
äåêñû n < n1 îñòàëèñü íå ðàññìîòðåíû; ïîïðàâüòå f , ÷òîáû îõâàòèòü è
èõ.)

Èìååòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå òîíêàÿ òåîðåìà; ïðèâîäèì å¼ áåç äîêàçà-
òåëüñòâà.

Òåîðåìà 2 (Ñ.Í. Áåðíøòåéí, 1954). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ è íåâîçðàñòàåò. Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f ∈ C[a, b],
òàêàÿ ÷òî E(f,Pn) = αn ïðè âñåõ n.

Îòìåòèì ñîâðåìåííûé ðåçóëüòàò Ñ.Â. Êîíÿãèíà (2014).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå áåñêîíåíîìåðíîå áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, Y1 ⊂ Y2 ⊂ . . . � ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ñòðîãî âëîæåí-
íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn íåâîçðàñòàåò è
limn→∞ αn = 0. Òîãäà íàéä¼òñÿ ýëåìåíò x ∈ X, äëÿ êîòîðîãî αn 6
E(x, Yn)X 6 8αn ïðè n = 1, 2, . . ..
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Àëüòåðíàíñ Âàëëå Ïóññåíà. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîå n-
ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Φ ⊂ C[a, b] íàçûâàåòñÿ ÷åáûø¼âñêèì, åñëè ëþ-
áàÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ Φ èìååò íå áîëåå n−1 íóëÿ íà [a, b]. Âàæíåéøèì ïðèìå-
ðîì ÷åáûø¼âñêîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Pn (ñëåäóåò
ïîìíèòü, ÷òî dimPn = n+ 1).

Òåîðåìà 4 (Âàëëå Ïóññåí). Ïóñòü Φ � n-ìåðíîå ÷åáûø¼âñêîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, f ∈ C[a, b], φ ∈ Φ, è òî÷êè a 6 x0 < x1 < . . . < xn 6 b
îáðàçóþò âàëëå-ïóññåíîâñêèé àëüòåðíàíñ, òî åñòü çíàêè f(xk)− ϕ(xk)
÷åðåäóþòñÿ. Òîãäà

E(f,Φ) > min
k=0..n

|f(xk)− ϕ(xk)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ ψ ∈ Φ, äëÿ
êîòîðîé ‖f −ψ‖ < min |f(xk)−ϕ(xk)|. Òîãäà çíàê ðàçíîñòè ψ(xk)−ϕ(xk)
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì f(xk)−ϕ(xk). Ñëåäîâàòåëüíî, ψ−ϕ ìåíÿåò çíàê íå
ìåíåå n ðàç è, ïî íåïðåðûâíîñòè, èìååò n íóëåé. Â ñèëó ÷åáûø¼âîñòè
ψ ≡ ϕ, ïðîòèâîðå÷èå.

Îòìåòèì, ÷òî ìû íà ñàìîì äåëå äîêàçàëè îöåíêó íà ñåòêå:

E(f,Φ)C[a,b] > E(f,Φ)`∞{xk}nk=0
> min

k
|f(xk)− ϕ(xk)|.

Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííûé íàáîð òî÷åê x = (xi)
n+1
1 . Äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà y = (yi)
n+1
1 ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

yi − ϕ(xi) = (−1)iΛ, i = 1, . . . , n+ 1. (1)

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå (ϕ,Λ) ∈ Φ× R.

Îáîçíà÷èì êîìïîíåíòó Λ ðåøåíèÿ ÷åðåç Λ(Φ,x;y); ýòî ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë îò y. Èç òåîðåìû Âàëëå Ïóññåíà ñëåäóåò îöåíêà

∀x E(f,Φ)C > |Λ(Φ,x, (f(xi))
n+1
1 )|.

Ðàâåíñòâà (1) åù¼ íå îçíà÷àþò, ÷òî òî÷êè îáðàçóþò ÷åáûø¼âñêèé àëü-
òåðíàíñ, ïîñêîëüêó ñâîéñòâî |Λ| = ‖f−ϕ‖, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíî.
Îäíàêî èç òåîðåìû ×åáûø¼âà îá àëüòåðíàíñå ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòî-
ðîì x ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ è òîãäà |Λ| = E(f,Φ). Íà ýòèõ ñîîáðàæåíèÿõ
îñíîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîèñêà ìíîãî÷ëåíà íàèëó÷øåãî ïðèáëèæå-
íèÿ.
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Àëãîðèòì Ðåìåçà. Ïóñòü f ∈ C[a, b]. Áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ òî÷åê x(0), x(1), è ò.ä., êîòîðûå â ïðåäåëå
ñõîäÿòñÿ ê ÷åáûø¼âñêîì àëüòåðíàíñó x(n) → x∗.

Íàáîð x(0) è ýëåìåíò ϕ ∈ Φ âûáåðåì ïðîèçâîëüíî (èëè èñõîäÿ èç
àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè f .

Øàã àëãîðèòìà. Ïîñòðîèì x(s+1). Äëÿ íàáîðà x(s) è ôóíêöèè f ñòðîèì
ðåøåíèå (ϕ,Λ) óðàâíåíèé (1). ÍàõîäèìDs := ‖f−ϕ‖ è ïîëàãàåì ds := |Λ|,
ϕ(s) := ϕ. Òîãäà, èç ñêàçàííîãî âûøå,

ds 6 E(f,Φ) 6 ‖f − ϕ(s)‖ 6 Ds.

Ïóñòü x∗ � òî÷êà ìàêñèìóìà |f − ϕ(s)|; íàáîð x(s+1) ïîëó÷àåòñÿ èç x(s)

çàìåíîé îäíîé èç òî÷åê íà x∗, òàê, ÷òîáû çíà÷êè ðàçíîñòè f − ϕ(s) ïî-
ïðåæíåìó ÷åðåäîâàëèñü.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òîDs−ds ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(s) ñòðåìèòñÿ ê ýëåìåíòó íàèëó÷øåãî
ïðèáëèæåíèÿ.

Ïðèìåðû. Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé Φ = Pn−1.

Óïðàæíåíèå 2. Ðàññìîòðåâ íàáîðà {cos(πk/n)}nk=0 íà îòðåçêå [−1, 1],
ïîëó÷èòü ñëåäñòâèå:

E(f,Pn−1)C[−1,1] > |Λn(f)|,

Λn(f) :=
1

n

(
1

2
f(1) +

n−1∑
k=1

(−1)kf

(
cos

πk

n

)
+ (−1)n

1

2
f(−1)

)
. (2)

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ñ êëàññè÷åñêîé n-é ðàçíîñòüþ:

E(f,Pn−1)C[0,1] > 2−nωn(f, 1/n). (3)

Íàïîìíèì, ωn(f, δ) := max06h6δ ‖∆n
h(f)‖, ãäå ∆h � îïåðàòîð ðàçíîñòè

ñ øàãîì h, ∆hf(x) = f(x+ h)− f(x).

Ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû Íàì ïîòðåáóåòñÿ íåðàâåíñòâî E(|x|,Pn)C[−1,1] >
c/n, ñ àáñîëþòíîé ïîñòîÿííîé c > 0 (íà ñàìîì äåëå, èìååò ìåñòî àñèìï-
òîòèêà c/n(1+o(1)); êîíñòàíòà c íåèçâåñòíà). Çäåñü ïðîùå âñåãî ïåðåéòè
ê òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîëèíîìàì Tn = {

∑
|k|6n cke

ikx (ïîäðîáíåå î íèõ
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� â ñëåäóþùåé ëåêöèè). Ìû äîêàæåì ýêâèâàëåíòíîå (ïî÷åìó?) íåðàâåí-
ñòâî E(| cos t|, Tn) > c/n. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììû Âàëëå Ïóññåíà îáëàäàþò
ñâîéñòâàìè: 1) Vnf = f ïðè t ∈ Tn; 2) ‖Vnf‖ 6 3‖f‖. Îòñþäà âûòåêàåò
íåðàâåíñòâî Ëåáåãà:

‖f − Vnf‖ = ‖(f − T ∗n)− Vn(f − T ∗n)‖ 6 4E(f, Tn).

Ìîæíî ñìîòðåòü íà ýòî íåðàâåíñòâî êàê íà íèæíþþ îöåíêó äëÿ íàèëó÷-
øåãî ïðèáëèæåíèÿ. Ïðèìåíèì åãî äëÿ f = | cos t|; âûïèøåì ðÿä Ôóðüå

f(t) = | cos t| = 2

π
+

4

π

∞∑
k=1

(−1)k+1 cos 2kt

4k2 − 1
,

â òî÷êå èçëîìà t = π/2 èìååì çíà÷åíèå f(π/2) = 0 è çíàêîïîñòîÿííûé
ðÿä

f(π/2) = 0 =
2

π
− 4

π

∞∑
k=1

(4k2 − 1)−1.

Îòñþäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî Sn(f, π/2) > c/n, çíà÷èò, è Vn(f, π/2) > c/n.

Îïðåäåëåíèå 1. Îïåðàòîð U : C[a, b] → C[a, b] íàçûâàåòñÿ ïîëîæè-
òåëüíûì, åñëè f > 0 âëå÷¼ò Uf > 0.

Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îáîçíà÷àåì (Uf)(x) = U(f, x).

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî:

|U(fg, x)| 6 U(f 2, x)1/2U(g2, x)1/2. (4)

Ïðèìåð ñåìåéñòâà ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ: ìíîãî÷ëåíû Áåðíøòåé-
íà

Bn(f, x) :=
n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

Äðóãîé èçâåñòíûé ïðèìåð � ñóììû Ôåéåðà.
Ïîëîæèòåëüíûå îïåðàòîðû îáëàäàþò ðÿäîì õîðîøèõ ñâîéñòâ. Èìå-

åòñÿ òåîðåìà Êîðîâêèíà (1957), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî äëÿ ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè Unf ⇒ f ïðè âñåõ f ∈ C[a, b] äîñòàòî÷íî ñõîäèìîñòè äëÿ
òð¼õ ôóíêöèé e0(x) ≡ 1, e1(x) ≡ x, e2(x) ≡ x2. Îäíàêî, ïîëîæèòåëüíûå
îïåðàòîðû îáëàäàþò ñâîéñòâîì íàñûùåíèÿ, ñõîäèìîñòü íå ìîæåò áûòü
ñëèøêîì áûñòðîé.
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Òåîðåìà 5 (Êîðîâêèí). Ïóñòü Un � ñåìåéñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ïîëè-
íîìèàëüíûõ îïåðàòîðîâ C[a, b]→ Pn. Òîãäà âåëè÷èíà

λn := max
k=0,1,2

‖ek − Unek‖

íå ìîæåò ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñëèøêîì áûñòðî: λn 6= o(1/n2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ: h(x) = |x|, ht(x) = |x − t|. Ìû
ïðåäïîëîæèì, ÷òî λn = o(1/n2), âûâåäåì îòñþäà, ÷òî ‖Unh−h‖ = o(1/n)
è ïðèä¼ì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îöåíêîé E(|x|,Pn)C[−1,1] > c/n.

Èòàê, îöåíèì |Un(h, x)− h(x)|:

|Un(h, t)− h(t)| = |Un(h− |t|e0, t) + |t|Un(e0, t)− |t|| 6
|Un(h− |t|e0, t)|+ |t|(Un(e0, t)− 1)| 6 |Un(h− |t|e0, t)|+ λn.

Äàëåå, ||x| − |t|| 6 |x− t| = ht(x), ïîýòîìó |Un(h− |t|e0, t)| 6 Un(ht, t).
Âîñïîëüçóåìñÿ (4):

Un(ht, t) 6 Un(h2t , t)
1/2Un(e20, t)

1/2 6 Un(h2t , t)
1/2
√

1 + λn.

Íàêîíåö,

Un(h2t , t) = Un((x− t)2, t) = Un(e2 − 2te1 + t2e0, t) =

(Un(e2, t)− t2)− 2t(Un(e1, t)− t) + t2(Un(e0, t)− 1) 6 4λn.

Îêîí÷àòåëüíî, |Un(h, t) − h(t)| 6 2
√
λn(1 + λn) = o(1/n), ÷òî íåâîç-

ìîæíî.

Çàäà÷à 1. Âîçìîæíî ëè λn = O(1/n2)?
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