
Äâîéñòâåííîñòü â òåîðèè ïðèáëèæåíèé

14 äåêàáðÿ 2019 ã.

Îáùèå ñîîáðàæåíèÿ. ÏóñòüX � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàí-
ñòâî, M ⊂ X, x ∈ X. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ôóíêöèîíàë ξ ∈ X∗ èç
åäèíè÷íîãî øàðà: ‖ξ‖X∗ 6 1. Äëÿ ëþáîãî y ∈ M èìååì ‖x − y‖X >
〈ξ, x− y〉 = 〈ξ, x〉 − 〈ξ, y〉, îòêóäà

E(x,M)X > 〈ξ, x〉 − ξ(M), ãäå ξ(M) := sup
y∈M
〈ξ, y〉.

Ýòà îöåíêà î÷åíü ïîëåçíà, ïîñêîëüêó òî÷íà äëÿ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â íîðìèðîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå X. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

E(x,M)X = max
‖ξ‖X∗61

〈ξ, x〉 − ξ(M).

Åñëè L ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, òî

E(x, L)X = max
ξ⊥L, ‖ξ‖X∗61

〈ξ, x〉 = max
ξ⊥L

〈ξ, x〉
‖ξ‖X∗

. (1)

(Çàïèñü ξ ⊥ L îçíà÷àåò, ÷òî 〈ξ, y〉 = 0 ∀y ∈ L.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêó ñíèçó äëÿ E(x,M) ìû óæå ïîëó÷èëè; äîêà-
æåì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà ξ äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî E(x,M) = 1. Òî÷êó x ìîæíî îòäåëèòü îò ìíîæåñòâàM+B◦X ,
ãäå B◦X � îòêðûòûé åäèíè÷íûé øàð ïðîñòðàíñòâà X. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
íàéä¼òñÿ ôóíêöèîíàë ξ åäèíè÷íîé íîðìû, òàêîé ÷òî

〈ξ, x〉 > sup
y∈M, ‖z‖X<1

〈ξ, y + z〉.
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ßñíî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàâíà ξ(M) + 1; ÷.ò.ä.
Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà óñëîâèå ξ ⊥ L íåîáõîäèìî, òàê

êàê èíà÷å ξ(L) = +∞.

Ðàâåíñòâî (1) ïðèìåíèë â òåîðèè ïðèáëèæåíèé Ñ.Ì. Íèêîëüñêèé (1946).

Äâîéñòâåííîñòü ïîïåðå÷íèêîâ. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.
Ìíîæåñòâî B ⊂ RN íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì òåëîì, åñëè îíî âûïóêëî,
êîìïàêòíî è èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü. Âûïóêëîå öåíòðàëüíî ñèì-
ìåòðè÷íîå òåëî B ⊂ RN îïðåäåëÿåò íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî RN

B ñ
åäèíè÷íûì øàðîì B. Ïîëÿðîé ìíîæåñòâà B ⊂ RN íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî B◦ = {y ∈ RN : supx∈B〈x, y〉 6 1}. (Çäåñü 〈·, ·〉 åñòü îáû÷íîå ñêà-
ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.) ßñíî, ÷òî øàð ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííîãî ê RN

B ,
åñòü B◦.

Ðàññìîòðèì íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X = RN
B , âûïóêëîå òåëî

C ⊂ RN è ëèíåéíîå n-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ln ⊂ RN . Èç (1) âûòåêàåò
ðàâåíñòâî

E(C,Ln)X = max
x∈C

ξ⊥Ln, ‖ξ‖X∗61

〈ξ, x〉 = max
x∈C

ξ∈L⊥n∩B◦
〈ξ, x〉 = max

ξ∈L⊥n∩B◦
‖x‖RN

C◦
.

Òàê ìû ïðèõîäèì ê îïðåäåëåíèþ ãåëüôàíäîâñêîãî ïîïåðå÷íèêà ìíîæå-
ñòâà K â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X:

dn(K,X) := inf
L⊂X, codimL=n

sup
x∈L∩K

‖x‖Y .

Íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

dn(C,RN
B ) = dn(B◦,RN

C◦),

èëè, â òåðìèíàõ ñîïðÿæ¼ííûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ øàðîâ,

dn(BY , X) = dn(BX∗ , Y
∗).

Íàêîíåö, â âàæíåéøåì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâ `Np ïîëó÷àåì

dn(BN
p , `

N
q ) = dn(BN

q′ , `
N
p′ ),

1

p
+

1

p′
=

1

q
+

1

q′
= 1.

Ïåðåõîä îò êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ ê ãåëüôàíäîâñêèì îñîáåí-
íî ïîëåçåí äëÿ íèæíèõ îöåíîê. Ìîæíî íåôîðìàëüíî ïîÿñíèòü ýòî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: íåðàâåíñòâî dn(K,X) > α îçíà÷àåò, ÷òî ∀Ln ∃x ∈ K ∀y ∈
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Ln : ‖x − y‖ > α. Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ ãåëüôàíäîâñêèõ ïîïå-
ðå÷íèêîâ çàïèñûâàåòñÿ ïðîùå (îäíà ïåðåìåíà êâàíòîðîâ âìåñòî äâóõ):
∀Ln ∃x ∈ K ∩ Ln : ‖x‖ > α.

Îöåíêà Áåëèíñêîãî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ F (x) =
∑∞

k=1
sin kx
k

. Èç-
âåñòíî, ÷òî f(x) = (π − x)/2, x ∈ (0, 2π). Ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì
Áåðíóëëè, âàæíà òåì, ÷òî îíà ãåíåðèðóåò êëàññ Ñîáîëåâà W 1

1 :

W 1
1 = {f : ‖f ′‖1 6 1} = {ϕ ∗ F + c : ‖ϕ‖1 6 1, c ∈ R}.

Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèå êëàññàW 1
1 ïðîñòðàíñòâîì T (Λ) := {

∑
k∈Λ cke

ikx}
â ìåòðèêå Lq. Â ñèëó òîãî, ÷òî è êëàññ è ïðîñòðàíñòâî èíâàðèàíòíû îò-
íîñèòåëüíî ñäâèãà (òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü 0 ∈ Λ),

E(W 1
1 , T (Λ))q = inf

t∈T (Λ)
‖F − t‖q.

Îñîáî èíòåðåñíû îöåíêè ïðè 2 < q <∞, â ýòîì ñëó÷àå ïîðÿäîê óáûâàíèÿ
êîëìîãîðîâñêèõ ïîïåðå÷íèêîâ dn(W 1

1 , Lq) íåèçâåñòåí; èçâåñòíî òîëüêî,
÷òî

cq
log1/2 n√

n
6 dn(W 1

1 , Lq) 6 Cq
log n√
n
.

ßñíî, ÷òî dn(W 1
1 , Lq) 6 inf |Λ|=nE(W 1

1 , T (Λ))q; ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà íàçû-
âàåòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèì ïîïåðå÷íèêîâ, å¼ ïîðÿäîê èçâåñòåí: n−1/2 log n.
Ìû äîêàæåì òîëüêî íèæíþþ îöåíêó, îíà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî ïðè
|Λ| = n èìååì

E(F, T (Λ))q > cq
log n√
n
.

Èñïîëüçóåì äâîéñòâåííîñòü:

E(F, T (Λ))q = sup
g⊥T (Λ)

∫
Fg

‖g‖q′
.

Âîçüì¼ì g(x) =
∑N

k=1 bk sin kx, òîãäà
∫
Fg =

∑N
k=1 bk/k. Îáåñïå÷èì îðòî-

ãîíàëüíîñòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

g(x) =
N∑
k=1

sin kx−
∑

k∈Λ,16k6N

sin kx.
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Òîãäà ∫
Fg =

∑
k=1..N
k 6∈Λ

1/k > logN − log n+O(1).

Îöåíèì çíàìåíàòåëü:

‖g‖q′ 6 ‖
N∑
k=1

sin kx‖q′ + ‖
∑

k∈Λ,16k6N

sin kx‖q′ � N1−1/q′ + n1/2.

(Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ñîïðÿæ¼ííîå ÿäðî Äèðèõëå, åãî Lp-íîðìû èçâåñòíû,
� N1−1/p ïðè 1 < p 6∞; âòîðîå ñëàãàåìîå îöåíèëè ÷åðåç L2, ò.ê. q

′ < 2.)
Èòîãî, ïðè N � nq/2 ïîëó÷àåòñÿ íóæíàÿ îöåíêà.

Ïðèìåð: ïîïåðå÷íèê êóáà â `N1 . Äâîéñòâåííîñòü î÷åíü ïîëåçíà: îíà
äà¼ò íàì âîçìîæíîñòü ðàáîòàòü â äâóõ ïîñòàíîâêàõ � â ïðÿìîé (àïïðîê-
ñèìàöèÿ, êîëìîãîðîâñêèé ïîïåðå÷íèê), è â äâîéñòâåííîé (ñå÷åíèÿ, ãåëü-
ôàíäîâñêèé ïîïåðå÷íèê). Ðàçáåð¼ì ïðèìåð: ïîïåðå÷íèê êóáà dn(BN

∞, `
N
1 ).

ßñíî, ÷òî îí íå ïðîâîñõîäèò (N − n), ïðèáëèæàåì êóá ïðîñòðàíñòâîì
Ln = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . . , 0). Íèæíþþ îöåíêó ïðîùå ïîëó÷èòü â äâîé-
ñòâåííîé ïîñòàíîâêå:

dn(BN
∞, `

N
1 ) = dn(BN

∞, `
N
1 ).

Âîçüì¼ì ïîäïðîñòðàíñòâî Ln êîðàçìåðíîñòè n, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî â
ñå÷åíèè BN

∞ ∩ Ln åñòü òî÷êà x ñ ‖x‖1 > N − n. Îêàçûâàåòñÿ, â êà÷åñòâå
x ìîæíî âçÿòü ëþáóþ êðàéíþþ òî÷êó ýòîãî ñå÷åíèÿ:

Ëåììà 1. Ïóñòü x � êðàéíÿÿ òî÷êà ñå÷åíèÿ BN
∞ ∩ Lk êóáà ïðîñòðàí-

ñòâîì ðàçìåðíîñòè k. Òîãäà âåêòîð x ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå k
êîîðäèíàò, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ýòî íå òàê, ó x êîîðäèíàòû j1, . . . , jl,
ðàâíû ïî ìîäóëþ åäèíèöå, à îñòàëüíûå ìåíüøå, ïðè ýòîì l < k. Ïî-
ñêîëüêó dimLk = k, â Lk íàéä¼òñÿ íåíóëåâîé âåêòîð y, òàêîé ÷òî yj1 =
yj2 = . . . = yjl = 0 (ó íàñ l óðàâíåíèé è k �íåèçâåñòíûõ�). Ïðîâåðèì, ÷òî
ïðè ìàëûõ λ, èìååì x+λy ∈ BN

∞∩Lk. Äåéñòâèòåëüíî, x, y ∈ Lk, ïîýòîìó
ñóììà â Lk. Êîîðäèíàòû xjs íå ìåíÿþòñÿ è îñòàþòñÿ â [−1, 1]. Îñòàëüíûå
êîîðäèíàòû, â ñèëó |xj| < 1, ïîïàäóò â [−1, 1] ïðè ìàëûõ λ.
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