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Êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü (Yao, 1979)

Ïóñòü X , Y � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, f : X × Y → {0, 1}.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîììóíèêàöèè. Åñòü äâà ó÷àñòíèêà, Àííà è Áîðèñ,

èõ çàäà÷à: ïî âûäàííûì x è y âû÷èñëèòü f (x , y). Òðóäíîñòü â òîì, ÷òî
x èçâåñòíî òîëüêî Àííå, à y � òîëüêî Áîðèñó. Èì ðàçðåøàåòñÿ

îáìåíèâàòüñÿ ñîîáùåíèÿìè: Àííà ïîñûëàåò a1 = A1(x), Áîðèñ â îòâåò
b1 = B1(y , a1), è ò.ä. Ïðàâèëî ñîñòàâëåíèÿ ñîîáùåíèé � ïðîòîêîë �

äîëæíî ãàðàíèðîâàòü âîññòàíîâëåíèå f (x , y) = bt íà íåêîòîðîì øàãå.

×åðåç C(P) îáîçíà÷èì ñóììàðíóþ äëèíó (â áèòàõ) ñîîáùåíèé â

õóäøåì ñëó÷àå, åñëè èñïîëüçóåòñÿ ïðîòîêîë P . Ìèíèìàëüíî

âîçìîæíîå çíà÷åíèå C(P) ïî âñåì ïðîòîêîëàì íàçûâàåòñÿ

êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ f è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C(f ):

C(f ) := min
P

max
(x ,y)∈X×Y

∑
i6t(P;x ,y)

len(ai (P; x , y)) + len(bi (P; x , y)).
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Êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü (Yao, 1979)
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Ôîðìàëèçàöèè ïîíÿòèÿ ïðîòîêîëà ìîãóò íåìíîãî îòëè÷àòüñÿ. Äëÿ íàñ

ýòî íå èãðàåò ðîëè, ò.ê. ìû èíòåðåñóåìñÿ âåëè÷èíîé C ñ òî÷íîñòüþ äî

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîñòîÿííîé. Îäèí èç âàðèàíòîâ îïðåäåëåíèÿ

ïðîòîêîëà: áèíàðíîå äåðåâî, â êàæäîé èç âåðøèí ëèáî

Av : X → {0, 1}, ëèáî Bv : Y → {0, 1}, â ëèñòå îòâåò.

Òðèâèàëüíàÿ îöåíêà:

C(f ) 6 dlog2 |X |e+ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, Àííà êîäèðóåò ýëåìåíò x ∈ X ñ ïîìîùüþ dlog2 |X |e
áèò è îòïðàâëÿåò Áîðèñó. Áîðèñ âîññòàíàâëèâàåò x è îòïðàâëÿåò Àííå

f (x , y).
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Îäíîöâåòíûå ïðÿìîóãîëüíèêè
Ïîëó÷èì îöåíêó ñíèçó íà C(f ). Ââåä¼ì ïîíÿòèå èñòîðèè ñîîáùåíèé:

h = (a1, b1, a2, . . .). Äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîòîêîëà âñåãî íå áîëåå 2C(f )

èñòîðèé(*). Ïóñòü Rh = {(x , y) 7→ h}.
f íà Rh ëèáî âñþäó 1, ëèáî 0 (ò.å. ìíîæåñòâî Rh �îäíîöâåòíî�);

Rh íå ïåðåñåêàþòñÿ è èõ îáúåäèíåíèå åñòü X × Y.
Rh åñòü ïðÿìîóãîëüíèê, ò.å. èìååò âèä I × J.

Ïîÿñíèì ïîñëåäíåå ñâîéñòâî. Ïàðà (x , y) ïîïàäàåò â èñòîðèþ
h = (a1, b1, . . .), êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

A1(x) = a1, B1(y , a1) = b1, A2(x , a1, b1) = a2, . . .

Ò.å. óñëîâèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà çàâèñÿùèå òîëüêî îò x (íå÷¼òíûå) è îò y
(÷¼òíûå).

×åðåç χ(f ) îáîçíà÷èì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî f -îäíîöâåòíûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå ìîæíî ðàçáèòü X × Y. Èç
âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò:

χ(f ) 6 2C(f ).
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Ïðèìåð: EQ

Ïóñòü X = Y è |X | = N. Ïîëîæèì EQN(x , y) = 1, åñëè x = y è 0
èíà÷å. Óòâåðæäåíèå: C(EQN) � logN.

Îöåíêà ñâåðõó òðèâèàëüíà. Îöåíêà ñíèçó ñëåäóåò èç C(f ) > log2 χ(f ).
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå íà îäíîöâåòíûå ïðÿìîóãîëüíèêè.

Ïðÿìîóãîëüíèê ñ EQN = 1 ìîæåò ñîäåðæàòü òîëüêî îäíó òî÷êó (x , x),
ñëåäîâàòåëüíî, èõ íå ìåíüøå N è χ(EQN) > N.
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Èìååò ìåñòî îáðàòíîå íåðàâåíñòâî (Aho, Ullman, Yannakakis, 1983):

C(f )� log2 χ(f ).

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî. (Àííà è Áîðèñ äîëæíû

îïðåäåëèòü ïðÿìîóãîëüíèê, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ.)
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Ñâÿçü ñ ðàíãîì

Çàíóìåðóåì ìíîæåñòâà: X = {x1, . . . , xM} è Y = {y1, . . . , yN}. Òîãäà
ôóíêöèþ f ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ìàòðèöåé èç {0, 1}M×N :

f ←→ (f (xi , yj))16i6M
16j6N

.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ìàòðè÷íîé òåðìèíîëîãèåé, íå îãîâàðèâàÿ

ýòîãî îñîáî.

Óòâåðæäåíèå: χ(f ) > rank f . Äåéñòâèòåëüíî, ìàòðèöà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå ñóììû ìàòðèö f |Rh
. Êàæäàÿ èç íèõ èìååò ðàíã 1 â ñèëó òîãî,

÷òî Rh � îäíîöâåòíûé ïðÿìîóãîëüíèê. Ñëåäñòâèå:

C(f ) > log2 χ(f ) > log2 rank f .

Ïðèìåð. Äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé N × N ìàòðèöû èìååì

C(f ) � logN.
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Íåðåøåííûå ïðîáëåìû

Èòàê, logχ(f )� C(f )� (logχ(f ))2.
Ïðîáëåìà 1. Âåðíî ëè, ÷òî C(f )� logχ(f )?

Ãèïîòåçà. Âåðíî ëè, ÷òî logχ(f )� log rank f ?

Ãèïîòåçà áûëà îïðîâåðãíóòà â ñåðèè ïóáëèêàöèé (Alon-Seymour,

Raz-Spieker, Razborov).

Ïðîáëåìà 2 (log-rank ãèïîòåçà). Âåðíî ëè, ÷òî

logχ(f )� (log rank f )C?
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Âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè

Ïðåäïîëîæèì, Àííà è Áîðèñ èìåþò äîñòóï ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì

ñëó÷àéíûõ áèò (äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëèíû) è ìîãóò èñïîëüçîâàòü ýòè

áèòû âî âðåìÿ èñïîëíåíèÿ ïðîòîêîëà (èëè: ïîäáðàñûâàòü ìîíåòó).

Òîãäà ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîòîêîëà Q íà âõîäå (x , y) ýòî ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà Q(x , y).
Ñêàæåì, ÷òî ïðîòîêîë Q âû÷èñëÿåò f ñ îøèáêîé ε, åñëè

∀(x , y) ∈ X × Y P(Q(x , y) 6= f (x , y)) 6 ε.

(ßñíî, ÷òî ìîæíî îáåñïå÷èòü ε = 1/2, ïðîñòî áðîñàÿ ìîíåòêó.)

Ìèíèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðîòîêîëà, âû÷èñëÿþùåãî f ñ îøèáêîé

6 1/3, îáîçíà÷àåòñÿ R(f ) è íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé

êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ f â ìîäåëè ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé.

Îøèáêó ε = 1/3 ìîæíî ïðåâðàòèòü â ε = 10−100, ïîâòîðèâ äåéñòâèÿ
äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç.
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Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ EQN ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé

Theorem (Yao, Rabin)

R(EQN)� log logN.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàêîäèðóåì ýëåìåíòû X äâîè÷íûìè âåêòîðàìè

x ∈ {0, 1}n, ãäå n = dlog2Ne. Âåêòîð x îòîæäåñòâèì ñ ìíîãî÷ëåíîì

x1 + x2ξ + . . .+ xnξ
n−1. Òàêèì îáðàçîì, ó Àííû è Áîðèñà åñòü

ìíîãî÷ëåíû g(ξ) è h(ξ) è îíè õîòÿò îïðåäåëèòü, ðàâíû ëè ýòè

ìíîãî÷ëåíû.

Çàðàíåå ôèêñèðóåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî p ∈ [3n, cn]. Àííà âûáèðàåò
ñëó÷àéíîå ξ ∈ {0, 1, . . . , p − 1} è îòïðàâëÿåò ïàðó (ξ, g(ξ) mod p)
Áîðèñó. Áîðèñ âû÷èñëÿåò h(ξ) mod p è âûäà¼ò �1�, åñëè çíà÷åíèÿ

ñîâïàëè è �0� â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïî ïðîòîêîëó ïåðåäà¼òñÿ � log p � log logN áèò, êàê è òðåáîâàëîñü.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü óñïåõà?
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Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ EQN (ïðîäîëæåíèå)

Åñëè g = h, òî âûäà¼òñÿ �1� áåçî âñÿêîé îøèáêè.

Åñëè g 6= h, òî g − h ýòî íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n, îí
èìååò íå áîëåå n êîðíåé â Fp, òî åñòü êîëè÷åñòâî ξ, òàêèõ ÷òî
g(ξ) = h(ξ), íå ïðåâîñõîäèò n 6 p/3. Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü îøèáèòüñÿ
íå áîëüøå 1/3.
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Äèñêðåïàíñ
Â äåòåðìèíèðîâàííîé ìîäåëè ìû ðàññìàòðèâàëè f -îäíîöâåòíûå
ïðÿìîóãîëüíèêè (è äîêàçûâàëè, ÷òî èõ äîëæíî áûòü ìíîãî, ò.ê. îíè â

òîì èëè èíîì ñìûñëå ìàëû). Â âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè íóæíî

ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå ïðÿìîóãîëüíèêè R . Ïóñòü N0(f ,R) �
êîëè÷åñòâî òî÷åê â R , äëÿ êîòîðûõ f = 0, à N1(f ,R) � êîëè÷åñòâî

òî÷åê ñ f = 1. Äëÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

åñëè ïðÿìîóãîëüíèê áîëüøîé, òî îí �ñáàëàíñèðîâàííûé�, òî åñòü N0 è

N1 áëèçêè äðóã ê äðóãó.

Äèñêðåïàíñîì ôóíêöèè f : X × Y → {0, 1} íàçîâ¼ì âåëè÷èíó

discu(f ) = max
R

|N0(f ,R)− N1(f ,R)|
|X | × |Y|

.

Ýòà âåëè÷èíà èçìåðÿåò îòêëîíåíèå f îò ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

äëÿ ñåìåéñòâà êîìáèíàòîðíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Âîçìîæíî îáîáùåíèå

íà äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ µ íà ìíîæåñòâå X × Y:
discµ(f ) = max

R
|µ(R ∩ {f = 0})− µ(R ∩ {f = 1})|

(íàì âñòðåòèòñÿ ýòà âåëè÷èíà ïîçæå).
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òî÷åê ñ f = 1. Äëÿ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
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discu(f ) = max
R

|N0(f ,R)− N1(f ,R)|
|X | × |Y|

.

Ýòà âåëè÷èíà èçìåðÿåò îòêëîíåíèå f îò ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ,

äëÿ ñåìåéñòâà êîìáèíàòîðíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Âîçìîæíî îáîáùåíèå

íà äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ µ íà ìíîæåñòâå X × Y:
discµ(f ) = max

R
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Åñëè R � îäíîöâåòíûé ïðÿìîóãîëüíèê, òî discu(f ) > |R|/|X × Y |.
Ñóììèðóÿ ïî îäíîöâåòíûì ïðÿìîóãîëüíèêàì, ïîëó÷èì

χ(f )discu(f ) > 1, òî åñòü

χ(f ) > 1/discu(f ), C(f ) > log2(1/discu(f )).

Îêàçûâàåòñÿ, èìååò ìåñòî íàìíîãî áîëåå ñèëüíûé ðåçóëüòàò:

R(f )� log(1/discu(f )).
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Ïðèìåð: IPn(x , y) =
∑

xiyi mod 2, x , y ∈ {0, 1}n.

Ïóñòü M � ìàòðèöà èç {±1}N×N . Äèñêðåïàíñ îïðåäåëÿåòñÿ
àíàëîãè÷íî, êàê ìàêñèìóì ïî êîìáèíàòîðíûì ïðÿìîóãîëüíèêàì R
âåëè÷èíû N−2|

∑
(i ,j)∈R Mi ,j |. Ïðèìåíèì ëèíåéíóþ àëãåáðó! Ïóñòü

R = A× B , òîãäà äèñêðåïàíñ ðàâåí

N−2|
∑

(i ,j)∈R

Mi ,j | = N−2|1tAM1B | 6

6 N−2‖1A‖2 · ‖1B‖2 · ‖M‖2→2 6 N−2|A|1/2|B|1/2‖M‖2→2.

Ñëåäîâàòåëüíî, discu(M) 6 N−1‖M‖2→2.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Wn, ñîîòâåòñòâóþùóþ 2 · IPn − 1 (ò.å. çíà÷åíèÿ

{0, 1} çàìåíèëè íà {−1, 1}). Ïîëó÷èòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ìàòðèöà

Óîëøà�Àäàìàðà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû îðòîãîíàëüíû

è èõ äëèíà ðàâíà 2n/2. Ñëåäîâàòåëüíî, ‖Wn‖2→2 = 2n/2. Çíà÷èò,
discu(IPn) = discu(Wn) 6 2−n/2, îòêóäà R(IPn)� n.
Â îòëè÷èå îò EQN , ôóíêöèÿ IPn îñòàëàñü ñëîæíîé äàæå ñ

ðàçðåøåííîé îãðàíè÷åííîé îøèáêîé.
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Òàáëèöà ðåçóëüòàòîâ

U(f ) � ñëîæíîñòü ñ �íåîãðàíè÷åííîé îøèáêîé� (âåðîÿòíîñòü óñïåõà

> 1/2).

f C(f ) R(f ) U(f )

EQ � logN O(log logN) O(1)
DISJ � logN � logN O(log logN)
IP � logN � logN � logN (Forster)
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