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Òåíçîðû
Òåíçîð ïîðÿäêà d ðàçìåðà n1 × n2 × · · · × nd � ýòî ìàññèâ ÷èñåë

T = (Ti1,...,id ), i1 ∈ [n1], . . . , id ∈ [nd ].

Íàïîìíèì, [n] := {1, 2, . . . , n}.

×èñëà n1, . . . , nd íàçûâàþòñÿ ðàçìåðíîñòÿìè òåíçîðà. Îáîçíà÷àåì
ìíîæåñòâî òàêèõ òåíçîðîâ êàê Rn1×n2×...×nd .
Î÷åâèäíî, òåíçîð ðàçìåðíîñòè (n1, . . . , nd) ñîñòîèò èç N = n1n2 . . . nd
ýëåìåíòîâ.

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òåíçîð � ýòî ôóíêöèÿ íåñêîëüêèõ (äèñêðåòíûõ)
àðãóìåíòîâ.

ñêàëÿð x ∈ R � òåíçîð ïîðÿäêà 0;

âåêòîð x ∈ Rn � òåíçîð ïîðÿäêà 1;

ìàòðèöà x ∈ Rn1×n2 � òåíçîð ïîðÿäêà 2;

òåíçîð x ∈ Rn1×...×nd ïîðÿäêà d .
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Àëãåáðàè÷åñêèé âçãëÿä
Ìàòðèöó ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, ýòî äà¼ò ìíîãî
ïîëåçíûõ è âàæíûõ ïîíÿòèé (ñîáñòâåííûå è ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà,
îïåðàòîðíûå íîðìû, èíâàðèàíòíîñòü ñëåäà è îïðåäåëèòåëÿ è ò.ï.).
Êàêîâ àëãåáðàè÷åñêèé âçãëÿä íà òåíçîðû?

Â áîëåå îáùåì ñìûñëå òåíçîð � ýòî ýëåìåíò òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
ïðîñòðàíñòâ. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ U è V
ñîñòîèò èç (ôîðìàëüíûõ) ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âûðàæåíèé âèäà
u ⊗ v , u ∈ U, v ∈ V , â êîòîðîì íåêîòîðûå êîìáèíàöèè
îòîæäåñòâëåíû � òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ áèëèíåéíîñòè

(λ1u1 + λ2u2)⊗ v = λ1(u1 ⊗ v) + λ2(u2 ⊗ v),

è àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî àðãóìåíòà.
Òåíçîðû âèäà u ⊗ v íàçûâàþòñÿ ðàçëîæèìûìè, îíè ïîðîæäàþò âñ¼
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå U ⊗V (íî ñîñòàâëÿþò ëèøü ìàëóþ åãî ÷àñòü).
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè {u1, . . . , um} � áàçèñ U, à {v1, . . . , vm} �
áàçèñ V , òî {ui ⊗ vj} áóäåò áàçèñîì U ⊗ V . Çíà÷èò,
dim(U ⊗ V ) = dim(U) dim(V ). Àíàëîãè÷íî äëÿ íåñêîëüêèõ ïð-â.
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ñîñòîèò èç (ôîðìàëüíûõ) ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âûðàæåíèé âèäà
u ⊗ v , u ∈ U, v ∈ V , â êîòîðîì íåêîòîðûå êîìáèíàöèè
îòîæäåñòâëåíû � òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ áèëèíåéíîñòè

(λ1u1 + λ2u2)⊗ v = λ1(u1 ⊗ v) + λ2(u2 ⊗ v),

è àíàëîãè÷íî äëÿ âòîðîãî àðãóìåíòà.
Òåíçîðû âèäà u ⊗ v íàçûâàþòñÿ ðàçëîæèìûìè, îíè ïîðîæäàþò âñ¼
òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå U ⊗V (íî ñîñòàâëÿþò ëèøü ìàëóþ åãî ÷àñòü).

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè {u1, . . . , um} � áàçèñ U, à {v1, . . . , vm} �
áàçèñ V , òî {ui ⊗ vj} áóäåò áàçèñîì U ⊗ V . Çíà÷èò,
dim(U ⊗ V ) = dim(U) dim(V ). Àíàëîãè÷íî äëÿ íåñêîëüêèõ ïð-â.
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Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå è ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ
Âûáåðåì â ïðîñòðàíñòâå U áàçèñ {ui : i ∈ I}. Òîãäà U ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ôóíêöèÿìè f : I → R. Àíàëîãè÷íî äëÿ V ñ áàçèñîì
{vj : j ∈ J}: g : J → R.

Â òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè U ⊗ V áàçèñ � {ui ⊗ vj}, ïîýòîìó U ⊗ V
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì ôóíêöèé h : I × J → R.
Ðàçëîæèìûå òåíçîðû ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèÿì âèäà h(i , j) = f (i)g(j).

Òî åñòü, òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâ ôóíêöèé
ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó ê äåêàðòîâîìó ïðîèçâåäåíèþ îáëàñòåé
îïðåäåëåíèÿ.

ìíîãî÷ëåíû: R[x ]⊗ R[y ] ∼= R[x , y ];
ðàçëîæèìûå ôóíêöèè îò d ïåðåìåííûõ: f1(x1)f2(x2) . . . fd(xd);
ìíîãîìåðíàÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà exp(i(k1x1 + . . . kdxd))
ñîñòîèò èç ðàçëîæèìûõ ôóíêöèé;
äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ òî æå ñàìîå, íàïðèìåð,
C (X )⊗ C (Y ) = C (X × Y ) äëÿ õîðîøèõ (êîìïàêòíûõ) X , Y è ïðè
ïîäõîäÿùåì îïðåäåëåíèè íîðìû òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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C (X )⊗ C (Y ) = C (X × Y ) äëÿ õîðîøèõ (êîìïàêòíûõ) X , Y è ïðè
ïîäõîäÿùåì îïðåäåëåíèè íîðìû òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Àëãåáðàè÷åñêèé âçãëÿä
Â ëèíåéíîé àëãåáðå òåíçîðû (â íàøåì ïîíèìàíèè) âîçíèêàþò êàê
êîîðäèíàòû ýëåìåíòîâ òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Ïóñòü U1, . . . ,Ud �
ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ñ áàçèñàìè {u11 , . . . , u1n1}, . . . , {u

d
1 , . . . , u

d
nd
},

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà âåêòîðà

u1i1 ⊗ u2i2 ⊗ · · · ⊗ udnd

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà U1 ⊗ U2 ⊗ · · · ⊗ Ud .

Çíà÷èò, T ∈ U1 ⊗ · · · ⊗ Ud ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó:

T =
∑

i1∈[n1],...id∈[nd ]

Ti1,...,idu
1
i1 ⊗ · · · ⊗ udnd .

Ïðè çàìåíå áàçèñîâ â Uj êîîðäèíàòû òåíçîðà ïðåîáðàçóþòñÿ ïî
èçâåñòíûì çàêîíàì; ïðè ýòîì íåêîòîðûå ñâîéñòâà èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî çàìåíû áàçèñà (ñì. äàëåå).
Ïðîñòðàíñòâî Rn îáëàäàåò åñòåñòâåííûì áàçèñîì; ìû ìîæåì
îòîæäåñòâèòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå (â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå) ñ
ïðîñòðàíñòâîì òåíçîðîâ (êàê ìàññèâîâ ÷èñåë):
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Ïðèìåð: îïåðàòîð

Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå V ∗ ⊗ V ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïðîñòðàíñòâîì
îïåðàòîðîâ íà V :

V ∗ ⊗ V ∼= L(V ,V ), (ξ ⊗ v) : u 7→ ξ(u)v .

Âûáåðåì â V áàçèñ {ej}, â V ∗ âîçíèêàåò ñîïðÿæ¼ííûé áàçèñ {ξi}, ò.å.
òàêîé ÷òî ξi (ej) = δi ,j . Òåíçîð ðàñêëàäûâàòåñÿ ïî áàçèñó:

V ∗ ⊗ V 3 T =
∑
i ,j

Ti ,jξi ⊗ ej .

Âû÷èñëèì T ek :

T ek = (
∑

Ti ,jξi ⊗ ej)ek =
∑
i ,j

Ti ,jξi (ek)ej =
∑
j

Tk,jej .

Òàêèì îáðàçîì, (Ti ,j) ýòî òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà îïåðàòîðà T .
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Ïðèìåð: áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

Ïðîñòðàíñòâî L(U × V ,W ) áèëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé T : U × V →W
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì U∗ ⊗ V ∗ ⊗W . Âûáîð
áàçèñîâ {ui}, {vj}, {wk} äà¼ò ðàçëîæåíèå

T =
∑
i ,j ,k

Ti ,j ,kξi ⊗ ηj ⊗ wk .

Ïðè ýòîì

T (up, vq) =
∑
i ,j ,k

Ti ,j ,kξi (up)ηj(vq)wk =
∑
k

Tp,q,kwk .

Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ òåíçîðîâ ïîðÿäêà d > 3 íåò íàñòîëüêî æå óäîáíîãî
ñîîòâåòñòâèÿ, êàê ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìàòðèöàìè è îïåðàòîðàìè.
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Ðàíã ìàòðèöû

Íàïîìíèì ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ðàíãà ìàòðèöû:

ðàçìåðíîñòü îáðàçà dim ImA îïåðàòîðà ñ ìàòðèöåé A;

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñòðîê/ñòîëáöîâ;

ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð íåâûðîæäåííîãî ìèíîðà:
max{|I | = |J| : detA[I , J] 6= 0};
ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü r , â êîòîðîé íàéäóòñÿ âåêòîðà xi ∈ Rr ,
yj ∈ Rr , òàêèå ÷òî Ai ,j = 〈xi , yj〉;
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îäíîðàíãîâûõ ìàòðèö (ò.å. âèäà Ri ,j = aibj) â
ïðåäñòàâëåíèè A = R(1) + R(2) + . . .+ R(r).

Îáîáùèì ïîíÿòèå ðàíãà íà îñíîâàíèè ïîñëåäíåãî îïðåäåëåíèÿ.
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Ðàíã òåíçîðà

Íàçîâ¼ì òåíçîð T ∈ Rn1×···×nd ðàçëîæèìûì, åñëè

Ti1,...,id = v1i1v
2
i2 . . . v

d
id
, i1 ∈ [n1], . . . , id ∈ [nd ],

äëÿ íåêîòîðûõ âåêòîðîâ v1, . . . , vd . Íàïðèìåð, äëÿ òåíçîðà ïîðÿäêà 3:

Ti ,j ,k = aibjck , a ∈ Rn1 , b ∈ Rn2 , c ∈ Rn3 .

Ðàíãîì òåíçîðà íàçîâ¼ì ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðàçëîæèìûõ
òåíçîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè T = R(1) + R(2) + . . .+ R(r). Òàêèì îáðàçîì,
�ðàçëîæèìûé� ýòî ñèíîíèì ñëîâó �îäíîðàíãîâûé� (êðîìå íóëåâîãî).

Ïðèìåð: ïóñòü n1 = n2 = n3. ×åìó ðàâåí ðàíã òåíçîðà
Ti ,j ,k = 1{i = j = k}? Îòâåò: rankT = n.
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Ðàíã â îáùåì âèäå

Ñôîðìóëèðóåì ïîíÿòèå ðàíãà â îáùåì, èíâàðèàíòíîì âèäå. Ïóñòü

T ∈ U1 ⊗ U2 ⊗ · · · ⊗ Ud .

Íàïîìíèì, ÷òî ðàçëîæèìûìè òåíçîðàìè íàçûâàþòñÿ òåíçîðû âèäà
u1⊗ u2⊗ · · · ⊗ ud , uj ∈ Uj . Îíè ïîðîæäàþò âñ¼ òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
(íî ñîñòàâëÿþò ìàëóþ åãî ÷àñòü).

Ðàíã òåíçîðà T â àëãåáðàè÷åñêîì ñìûñëå ðàâåí ðàíãó åãî êîîðäèíàò
T ∈ Rn1×···×nd â ôèêñèðîâàííîì áàçèñå. Ïðè ýòîì ïîíÿòèÿ
ðàçëîæèìîñòè è ðàíãà íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà!
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Ñâîéñòâà ðàíãà
Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàíãà íå âûøå r çàìêíóòî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè rankA > r , òî íåêîòîðûé (r + 1)× (r + 1) ìèíîð
íåâûðîæäåí, ýòî æå âåðíî è â îêðåñòíîñòè ìàòðèöû.

Â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò òîïîëîãèÿ.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå íîðìû, íàïðèìåð, íîðìó Ôðîáåíèóñà

‖T‖2F :=
∑

i1,...,id

T 2
i1,...,id

.

Ìíîæåñòâî ðàçëîæèìûõ òåíçîðîâ çàìêíóòî: åñëè, ñêàæåì,
T (n) = a(n) ⊗ b(n) ⊗ c(n) è T (n) → T , òî, íîðìèðóÿ
‖b(n)‖F = ‖c(n)‖F = 1, ìû ïîëó÷èì, ÷òî è íîðìû ‖a(n)‖
îãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a(nk ) → a, b(nk ) → b, c(nk ) → c ,

îòêóäà T (n) → a⊗ b ⊗ c .
Â îáùåì ñëó÷àå çàìêíóòîñòè óæå íåò.

Ñïåöêóðñ 2020/2021: �Ãåîìåòðè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ìàòðèö è àïïðîêñèìàöèÿ� Áëîê ëåêöèé �Ñëîæíîñòü ìàòðèö è àïïðîêñèìàöèÿ� Ëåêöèÿ 7: �Ðàíã òåíçîðîâ�28 íîÿáðÿ 2020 ã. 11 / 21



Ñâîéñòâà ðàíãà
Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàíãà íå âûøå r çàìêíóòî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè rankA > r , òî íåêîòîðûé (r + 1)× (r + 1) ìèíîð
íåâûðîæäåí, ýòî æå âåðíî è â îêðåñòíîñòè ìàòðèöû.

Â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò òîïîëîãèÿ.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå íîðìû, íàïðèìåð, íîðìó Ôðîáåíèóñà

‖T‖2F :=
∑

i1,...,id

T 2
i1,...,id

.

Ìíîæåñòâî ðàçëîæèìûõ òåíçîðîâ çàìêíóòî: åñëè, ñêàæåì,
T (n) = a(n) ⊗ b(n) ⊗ c(n) è T (n) → T , òî, íîðìèðóÿ
‖b(n)‖F = ‖c(n)‖F = 1, ìû ïîëó÷èì, ÷òî è íîðìû ‖a(n)‖
îãðàíè÷åíû. Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a(nk ) → a, b(nk ) → b, c(nk ) → c ,

îòêóäà T (n) → a⊗ b ⊗ c .
Â îáùåì ñëó÷àå çàìêíóòîñòè óæå íåò.

Ñïåöêóðñ 2020/2021: �Ãåîìåòðè÷åñêèå è êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ìàòðèö è àïïðîêñèìàöèÿ� Áëîê ëåêöèé �Ñëîæíîñòü ìàòðèö è àïïðîêñèìàöèÿ� Ëåêöèÿ 7: �Ðàíã òåíçîðîâ�28 íîÿáðÿ 2020 ã. 11 / 21



Ñâîéñòâà ðàíãà
Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàíãà íå âûøå r çàìêíóòî.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè rankA > r , òî íåêîòîðûé (r + 1)× (r + 1) ìèíîð
íåâûðîæäåí, ýòî æå âåðíî è â îêðåñòíîñòè ìàòðèöû.

Â ïðîñòðàíñòâå òåíçîðîâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò òîïîëîãèÿ.
Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå íîðìû, íàïðèìåð, íîðìó Ôðîáåíèóñà

‖T‖2F :=
∑

i1,...,id

T 2
i1,...,id

.

Ìíîæåñòâî ðàçëîæèìûõ òåíçîðîâ çàìêíóòî: åñëè, ñêàæåì,
T (n) = a(n) ⊗ b(n) ⊗ c(n) è T (n) → T , òî, íîðìèðóÿ
‖b(n)‖F = ‖c(n)‖F = 1, ìû ïîëó÷èì, ÷òî è íîðìû ‖a(n)‖
îãðàíè÷åíû.

Ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ñõîäÿùóþñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a(nk ) → a, b(nk ) → b, c(nk ) → c ,

îòêóäà T (n) → a⊗ b ⊗ c .
Â îáùåì ñëó÷àå çàìêíóòîñòè óæå íåò.
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Óòâåðæäåíèå

Â ïðîñòðàíñòâå Rn1×n2×n3 ïðè nj > 3 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

òåíçîðîâ ðàíãà 2, ïðåäåë êîòîðîé ðàâåí òåíçîðó ðàíãà 3.

Â (1) ñëåâà ñòîÿò òåíçîðû ðàíãà 2, à ñïðàâà � ðàíãà 3 (ïðè
ïðàâèëüíîì âûáîðå xi , yi ):

lim
ε→0

1

ε
((x1 + εy1)⊗ (x2 + εy2)⊗ (x3 + εy3)− x1 ⊗ x2 ⊗ x3) =

x1 ⊗ x2 ⊗ y3 + x1 ⊗ y2 ⊗ x3 + y1 ⊗ x2 ⊗ x3. (1)

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îäíîðàíãîâûå ñëàãàåìûå èìåþò áîëüøóþ
íîðìó, íî íåïîñòèæèìûì îáðàçîì �ñîêðàùàþòñÿ� äðóã ñ äðóãîì è
íîðìà ñóììû îêàçûâàåòñÿ ìàëîé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ðåãóëÿðíûå

ïðåäñòàâëåíèÿ, â êîòîðûõ íîðìû ñëàãàåìûõ îãðàíè÷åíû:

T =
r∑

s=1

a
(s)
1 ⊗ a

(s)
2 ⊗ · · · ⊗ a

(s)
d , max

s
‖a(s)1 ‖F · ‖a

(s)
2 ‖F · · · ‖a

(s)
d ‖F < C ,

òî ïîäîáíîãî ýôôåêòà íå áóäåò.
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Ãðàíè÷íûé ðàíã (border rank)

Ñêàæåì, ÷òî òåíçîð T èìååò ãðàíè÷íûé ðàíã íå âûøå r , åñëè T
ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òåíçîðîâ ðàíãà íå
âûøå r . Îáîçíà÷åíèå: rank(T ).

Íàïðèìåð, äëÿ T = x ⊗ y + x ⊗ z + y ⊗ z èìååì rank(T ) = 3,
rank(T ) = 2.

Óïðàæíåíèå. Ïðèäóìàéòå òåíçîð T ñ rankT − rankT > 2.

Èçâåñòíî (2017?), ÷òî îòíîøåíèå rank(T )/rankT ìîæåò áûòü ñêîëü
óãîäíî áîëüøèì.
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Òåíçîð ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö ïîäõîäÿùåãî ðàçìåðà. Ìû
�âûòÿíåì� ìàòðèöû â äëèííûå âåêòîðà, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü èíäåêñû Ai ,j

îäíèì èíäåêñîì (i , j).

Òåíçîð M óìíîæåíèÿ ìàòðèö èìååò âèä

C = AB ⇔ C(i ,j) =
∑

(k,l),(p,q)

M(i ,j),(k,l),(p,q)A(k,l)B(p,q).

Åãî ðàçìåðíîñòè ýòî (n1n3, n1n2, n2n3).
Êàê ìû çíàåì, òåíçîð óìíîæåíèÿ ðàâíÿåòñÿ

M(i ,j),(k,l),(p,q) = 1{k = i , l = p, q = j},

òîãäà ïîëó÷àåòñÿ ïðèâû÷íàÿ ôîðìóëà Ci ,j =
∑

Ai ,pBp,j .
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�âûòÿíåì� ìàòðèöû â äëèííûå âåêòîðà, ò.å. áóäåì ñ÷èòàòü èíäåêñû Ai ,j
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∑
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∑
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Òåíçîð óìíîæåíèÿ ìàòðèö
Ïðåäïîëîæèì, ðàíã ýòîãî òåíçîðà ðàâåí r è ìû èìååì ðàçëîæåíèå

M =
r∑

s=1

α(s) ⊗ β(s) ⊗ γ(s).

Òîãäà

C(i ,j) =
∑

(k,l),(p,q)

r∑
s=1

α
(s)
(i ,j)β

(s)
(k,l)γ

(s)
(p,q)A(k,l)B(p,q) =

=
r∑

s=1

α
(s)
(i ,j)(

∑
(k,l)

β
(s)
(k,l)A(k,l))(

∑
(p,q)

γ
(s)
(p,q)B(p,q)).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëè ñ β è γ íå çàâèñÿò îò (i , j). Ñëåäîâàòåëüíî,
äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ýòè ÷èñëà, ñäåëàòü r óìíîæåíèé è íàéòè âñå
C(i ,j) êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè.
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Òåíçîð óìíîæåíèÿ ìàòðèö (2× 2)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìàòðèöû 2× 2. Îêàçûâàåòñÿ, ðàíã òåíçîðà
óìíîæåíèÿ ðàâåí 7! Ýòî ïîçâîëÿåò óìíîæèòü äâå 2× 2 ìàòðèöû,
ñäåëàâ òîëüêî 7 óìíîæåíèé (îáû÷íûé àëãîðèòì òðåáóåò 8 óìíîæåíèé).

Íî ãëàâíîå â òîì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü ýëåìåíòû ìàòðèö 2× 2 íå
÷èñëàìè, à ìàòðèöàìè (ôîðìóëà äëÿ óìíîæåíèÿ ñïðàâåäëèâà è äëÿ
áëîêîâ)! Ïîýòîìó óìíîæåíèå ìàòðèö (2n)× (2n) ñâîäèòñÿ ê 7
óìíîæåíèÿì ìàòðèö n × n! Îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íå n3 (êàê ó
òðèâèàëüíîãî), à nlog2 7 = n2.807.... Ýòîò àëãîðèòì ïðèäóìàë Volker
Strassen (1969).

Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè óëó÷øàëñÿ çà ñ÷¼ò ðàññìîòðåíèÿ òåíçîðîâ
óìíîæåíèÿ ìàòðèö áîëüøåãî ðàçìåðà. Åñòü òàêæå îöåíêè, îñíîâàííûå
íà rank, à íå íà îáû÷íîì ðàíãå!
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Ìàêñèìàëüíûé ðàíã
Êàêîâ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé ðàíã òåíçîðà èç Rn1×...×nd ?

Óòâåðæäåíèå

n1n2 · · · nd
n1 + . . .+ nd

6 max rankT 6 n1n2 · · · nd/max{nj}.

Äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó. Ïóñòü ðàçìåðíîñòü n1 ìàêñèìàëüíà. Ìû
ìîæåì ïðåäñòàâèòü T â âèäå ñóììû

Ti1,...,id =
∑

i ′2,...,i
′
d

Ti1,i ′2,...,i
′
d
δi2,i ′2 · · · δid ,i ′d .

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæèìûé òåíçîð.
Îöåíêà ñíèçó ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè. Òåíçîð ðàíãà r

çàäà¼òñÿ r íàáîðàìè âåêòîðîâ u
(s)
1 ∈ Rn1 , . . . , u

(s)
d ∈ Rnd .

Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé òåíçîð îïèñûâàåòñÿ r(n1 + . . .+ nd)
ïàðàìåòðàìè. ×òîáû ïîêðûòü âñ¼ n1n2 . . . nd -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
Rn1×···×nd , äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

r(n1 + . . .+ nd) > n1 · · · nd .
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Óòâåðæäåíèå

n1n2 · · · nd
n1 + . . .+ nd

6 max rankT 6 n1n2 · · · nd/max{nj}.

Äîêàæåì îöåíêó ñâåðõó. Ïóñòü ðàçìåðíîñòü n1 ìàêñèìàëüíà. Ìû
ìîæåì ïðåäñòàâèòü T â âèäå ñóììû

Ti1,...,id =
∑

i ′2,...,i
′
d

Ti1,i ′2,...,i
′
d
δi2,i ′2 · · · δid ,i ′d .

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçëîæèìûé òåíçîð.
Îöåíêà ñíèçó ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè. Òåíçîð ðàíãà r

çàäà¼òñÿ r íàáîðàìè âåêòîðîâ u
(s)
1 ∈ Rn1 , . . . , u

(s)
d ∈ Rnd .

Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé òåíçîð îïèñûâàåòñÿ r(n1 + . . .+ nd)
ïàðàìåòðàìè.

×òîáû ïîêðûòü âñ¼ n1n2 . . . nd -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
Rn1×···×nd , äîëæíî áûòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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Ìàêñèìàëüíûé ðàíã

Â ñëó÷àå òåíçîðîâ Rn×n×···×n ïîðÿäêà d ìàêñèìàëüíûé ðàíã çàêëþ÷¼í
ìåæäó nd−1/d è nd−1.

Ïðîáëåìà. Ïðèäóìàòü êîíñòðóêòèâíûé ïðèìåð òåíçîðà èç Rn×n×n

ðàíãà � n1+ε, ε > 0.
Strassen äîêàçàë, ÷òî ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ òðèëèíåéíîé ôîðìû,
çàäàâàåìîé òåíçîðîì T , íå ìåíüøå C rankT . Ïîýòîìó ñóïåðëèíåéíûå
îöåíêè ðàíãà äàþò èíòåðåñíûå ñëåäñòâèÿ â òåîðèè ñëîæíîñòè
âû÷èñëåíèé. (Ñð. ñ òåîðåìîé Valiant-à).
Èçâåñòíû ÿâíûå êîíñòðóêöèè òåíçîðîâ ëèøü ðàíãà > 3n − o(n).

Òåíçîðíûé ðàíã, êàê ìû âèäèì, íàìíîãî ñëîæíåå ìàòðè÷íîãî.
Äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ òåíçîðíîãî ðàíãà ïðè d > 3 íàäî
ïîëåì Q ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé.
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Multiparty communication
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîììóíèêàöèè ñ k > 2 ó÷àñòíèêàìè. Êàæäîìó
âûäà¼òñÿ ýëåìåíò xi ∈ Xi , i = 1, . . . , k . Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
f (x1, x2, . . . , xk).

Ôóíêöèþ f : X1 × · · · ×Xk → {0, 1} ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ òåíçîðîì èç
{0, 1}n1×n2×···×nd , Nj = |Xj |.
Ðàññìîòðèì ïðÿìîå îáîáùåíèå ñëó÷àÿ k = 2: ó÷àñòíèêàì èçâåñòíû
òîëüêî ñâîè âõîäíûå äàííûå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè îáìåíèâàþòñÿ
èíôîðìàöèåé, çàïèñûâàÿ ñîîáùåíèÿ �íà äîñêå�, òàê, ÷òîáû âñå âèäåëè
(broadcast).
Çàôèêñèðóåì ïðîòîêîë. Êàê è ðàíüøå, ââåä¼ì ïîíÿòèå èñòîðèè

ñîîáùåíèé. Ìíîæåñòâî âõîäîâ, ïðèâîäÿùèõ ê äàííîé èñòîðèè:

Rh = {(x1, . . . , xk) : P(x1) = h1, P(h1, x2) = h2, P(h1, h2, x3) = h3, . . .}
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáù¼ííûé �ïðÿìîóãîëüíèê�:
Rh = I1 × I2 × · · · × Id .
Îòñþäà, êàê è ðàíüøå, ïîëó÷àåì îöåíêó ñëîæíîñòè

D(f ) > log2 rank f .
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êîììóíèêàöèè ñ k > 2 ó÷àñòíèêàìè. Êàæäîìó
âûäà¼òñÿ ýëåìåíò xi ∈ Xi , i = 1, . . . , k . Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
f (x1, x2, . . . , xk).
Ôóíêöèþ f : X1 × · · · ×Xk → {0, 1} ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ òåíçîðîì èç
{0, 1}n1×n2×···×nd , Nj = |Xj |.
Ðàññìîòðèì ïðÿìîå îáîáùåíèå ñëó÷àÿ k = 2: ó÷àñòíèêàì èçâåñòíû
òîëüêî ñâîè âõîäíûå äàííûå. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíè îáìåíèâàþòñÿ
èíôîðìàöèåé, çàïèñûâàÿ ñîîáùåíèÿ �íà äîñêå�, òàê, ÷òîáû âñå âèäåëè
(broadcast).
Çàôèêñèðóåì ïðîòîêîë. Êàê è ðàíüøå, ââåä¼ì ïîíÿòèå èñòîðèè

ñîîáùåíèé. Ìíîæåñòâî âõîäîâ, ïðèâîäÿùèõ ê äàííîé èñòîðèè:

Rh = {(x1, . . . , xk) : P(x1) = h1, P(h1, x2) = h2, P(h1, h2, x3) = h3, . . .}
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáù¼ííûé �ïðÿìîóãîëüíèê�:
Rh = I1 × I2 × · · · × Id .
Îòñþäà, êàê è ðàíüøå, ïîëó÷àåì îöåíêó ñëîæíîñòè

D(f ) > log2 rank f .
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Multiparty communication
Ïåðåéä¼ì ê ìîäåëè êîììóíèêàöèè �÷èñëî íà ëáó�. Òåïåðü êàæäûé
ó÷àñòíèê âèäèò âñå xj , êðîìå ñâîåãî. Çäåñü ó ó÷àñòíèêîâ áîëüøå
èíôîðìàöèè è ïîÿâëÿþòñÿ íîâûå ýôôåêòû.

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ ðàâåíñòâà: EQ(x1, . . . , xk) = 1{x1 = x2 = · · · = xk},
äëÿ îäèíàêîâûõ ìíîæåñòâ X1 = . . . = Xk ìîùíîñòè N.
Â ñëó÷àå êîììóíèêàöèè äâóõ ó÷àñòíèêîâ ìû äîêàçàëè îöåíêó
ñëîæíîñòè D(EQ) > logN. ×òî áóäåò â ñëó÷àå k > 3
ó÷àñòíèêîâ? Ñëîæíîñòü ïàäàåò äî D(EQ) = 2. Ñëåäîâàòåëüíî, log rank
îöåíêè óæå íåò.

Îäíàêî, ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëèâà îöåíêà ÷åðåç äèñêðåïàíñ:

D(f )� log(1/disc (f )).

Âìåñòî îáîáù¼ííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïðàâäà, ïðèõîäèòñÿ
ðàññìàòðèâàòü áîëåå õèòðûå ìíîæåñòâà. Äëÿ k = 3 ýòî ìíîæåñòâà
âèäà

(I1 × I2 × X3) ∩ (I ′1 × X2 × I ′3) ∩ (X1 × I ′′2 × I ′′3 ).
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