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Ëèíåéíàÿ àëãåáðà âåçäåñóùà è æèçíåííî íåîáõîäèìà â òàêèõ îáëà-
ñòÿõ ìàòåìàòèêè, êàê òåîðèÿ ôóíêöèé è òåîðèÿ ïðèáëèæåíèé. Â ýòîì
ñïåöêóðñå ìû óãëóáèòüñÿ â ëèíåéíóþ àëãåáðó � å¼ ïîíÿòèÿ, ìåòîäû,
îñíîâîïîëàãàþùèå òåîðåìû. Ïîñêîëüêó íàñ òàê æå èíòåðåñóåò òåîðèÿ
ïðèáëèæåíèé, ìû ðàññìîòðèì è ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ ëèíåéíîé
àëãåáðû ê ýòîé òåîðèè.

Íà÷í¼ì ñ ïðîñòåéøèõ ïîíÿòèé. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : V → V
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì (â çà-
âèñèìîñòè îò êîíòåêñòà, ëèíåéíûì îïåðàòîðîì ìîãóò íàçûâàòüñÿ òàêæå
ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó ðàçíûìè ïðîñòðàíñòâàìè). Â ýòîì êóðñå
ìû â îñíîâíîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà. Áà-
çèñ {v1, . . . , vn} ïðîñòðàíñòâà V ïîçâîëÿåò çàïèñàòü îïåðàòîð A â âèäå
êâàäðàòíîé ìàòðèöû A = (Ai,j):

Avj =
∑

Ai,jvi.

Ïðè ýòîì, åñëè âåêòîð v ∈ V îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðîì åãî êîîðäèíàò
â áàçèñå {vj}: v =

∑
ckvk, òî äåéñòâèå îïåðàòîðà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

óìíîæåíèþ ìàòðèöû A íà âåêòîð�ñòîëáåö (c1, . . . , cn)
t. Êàê îáû÷íî, t

îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå.
Íåêîòîðûå õàðàêòåðèñòèêè îïåðàòîðà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè, ò.å.

íå çàâèñÿò îò âûáîðà áàçèñà. Íàïðèìåð, ñëåä

TrA :=
∑

Ai,i.
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Äðóãèå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ: ðàíã (äàëåå îáñóäèì åãî ïîäðîáíî), îïðå-
äåëèòåëü, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí det(A − tE). Ìíîæåñòâî ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé = íóëè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íàä ïðîèçâîëüíûì ïî-
ëåì k, îäíàêî ñåé÷àñ íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî R è C. Îãðàíè÷èòüñÿ
òîëüêî âåùåñòâåííûì ïîëåì íåëüçÿ, ýòî ñóçèò íàøè âîçìîæíîñòè!

Ðàíã. Ýòî âàæíîå ïîíÿòèå äîïóñêàåò ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíûõ îïðå-
äåëåíèé:

� ðàçìåðíîñòü îáðàçà: dim{Ax : x ∈ V };

� ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìîãî ñòîëáöàìè ìàòðèöû A;

� ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, ïîðîæäàåìîãî ñòðîêàìè ìàòðèöû A;

� ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè A â âèäå ñóììû îä-
íîðàíãîâûõ ìàòðèö (ò.å. ìàòðèö âèäà Bi,j = uivj); îòìåòèì, ÷òî ýòî
îïðåäåëåíèå ñèììåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê ñòðîêàì è ñòîëáöàì è
äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà òåíçîðû;

� ìèíèìàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü r, òàêàÿ ÷òî íàéäóòñÿ âåêòîðà xi, yj ∈ kr,
òàêèå ÷òî Ai,j = ⟨xi, yj⟩.

Êîíå÷íî, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü íå òîëüêî èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû.
Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ áàçèñ óæå çàäàí è íóæíî ðàáîòàòü â í¼ì! Íàïðè-
ìåð, âàæíàÿ äëÿ íàñ íîðìà ∥A∥∞ := maxi,j |Ai,j| ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè
áàçèñà. Âïðî÷åì, àëãåáðàè÷åñêèé, èíâàðèàíòíûé âçãëÿä íà îïåðàòîðû â
ëþáîì ñëó÷àå î÷åíü ïîëåçåí.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è âåêòîðà. Ìû òîëüêî êðàòêî íàïîìíèì
íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ. ×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà A, åñëè îïåðàòîð A − λId âûðîæäåí, ò.å. ñóùåñòâóåò íåíó-
ëåâîé âåêòîð v, òàêîé ÷òî Av = λv. Êðàòíîñòüþ ñîáñòâåííîãî çíà÷å-
íèÿ íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ò.å.
dimKer (A− λId).

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà è êðàòíîñòè ñîâïàäàþò. (Ïðîâåðüòå!)
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Ñèììåòðè÷íûå è ýðìèòîâû îïåðàòîðû è ìàòðèöû. Ïóñòü íà
ïðîñòðàíñòâå V (íàä ïîëåì R èëè C) çàäàíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Â ñëó÷àå C îíî ïîëóòîðàëèíåéíî:

⟨λx, y⟩ = λ⟨λx, y⟩, ⟨x, λy⟩ = λ⟨x, y⟩.

Ïðè íàëè÷èè ýòîé äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðû èìååò ñìûñë ðàññìàòðè-
âàòü íå ïðîèçâîëüíûå áàçèñû, à îðòîíîðìèðîâàííûå: ⟨fi, fj⟩ = δi,j.

Åñëè çàôèêñèðîâàòü â V îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ è ðàáîòàòü ñ âåêòîðàìè-
ñòîëáöàìè, òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìîæíî çàïèñûâàòü êðàòêî êàê xty
(â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå) èëè x∗y (â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå). Êàê îáû÷íî,
x∗ = (xt).

Îïåðàòîð A íà ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì íàçûâàåò-
ñÿ ñèììåòðè÷åñêèì (ñèíîíèì: ýðìèòîâûì, åñëè õîòèì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
âñ¼ íàä ïîëåì C), åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

⟨Ax, y⟩ = ⟨x,Ay⟩, ∀x, y ∈ V.

Ñèíîíèì � ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð (åñòü òîíêîå îòëè÷èå äëÿ íå âñþ-
äó îïðåäåë¼ííûõ îïåðàòîðîâ â áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå; íàì ýòî íå àê-
òóàëüíî).

Ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå ìàò-
ðèöà îïåðàòîðà:

� (â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå) ñèììåòðè÷íà, At = A;

� (â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå) ýðìèòîâà, A∗ = A.

Ñïåêòðàëüíàÿ òåîðåìà. Ñàìîñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð (íàä R èëè C)
äèàãîíàëèçóåòñÿ â íåêîòîðîì îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå:

Ax =
n∑

k=1

λk⟨fi, x⟩fi.

Â òåðìèíàõ ìàòðèö: åñëè âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà (ñî-
îòâ., êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A ýðìèòîâà), òî ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ
U tU = Id (ñîîòâ., óíèòàðíàÿ U∗U = Id) ìàòðèöà, ïðèâîäÿùàÿ A ê äèà-
ãîíàëüíîìó âèäó: U−1AU = U∗AU = diag(λ1, . . . , λn).

×èñëà λk ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè A è ïîòîìó îïðåäåëåíû
îäíîçíà÷íî. Óñëîâèìñÿ çàïèñûâàòü ýòè ÷èñëà â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå:

λ1(A) ⩾ λ2(A) ⩾ . . . ⩾ λn(A).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êîìïëåêñíûé ñëó÷àé. Êàêîå-òî ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò (ìíîãî÷ëåí èìååò êîðåíü), íàçîâ¼ì åãî
λ. Çàìåòèì, ÷òî îíî âåùåñòâåííî: äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v ýòî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð,

⟨Av, v⟩ = ⟨λv, v⟩ = λ|v|2

è ñ äðóãîé ñòîðîíû,

⟨Av, v⟩ = ⟨v,Av⟩ = ⟨v, λv⟩ = λ|v|2

Îòêóäà λ = λ.
Äàëåå, ïîäïðîñòðàíñòâî W = span{v} èíâàðèàíòíî, ò.å. AW ⊂ W .

Äîêàæåì, ÷òî W⊥ èíâàðèàíòíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v ⊥ W , òî

⟨Av, u⟩ = ⟨v,Au⟩ = ⟨v, u′⟩ = 0,

ò.å. Av ∈ W⊥.
Òàê ìû ìîæåì ðàçëîæèòü âñ¼ ïðîñòðàíñòâî â ñóììó îäíîìåðíûõ èí-

âàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Âåùåñòâåííûé ñëó÷àé. Áóäåì ðàññóæäàòü â òåðìèíàõ ìàòðèö. Ó ìàò-

ðèöû A åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ. Îíî âåùåñòâåííî (ñì. âûøå). Çíà-
÷èò, è ñîáñòâåííûé âåêòîð âåùåñòâåííûé. Äàëüøå ðàññóæäåíèå àíàëî-
ãè÷íî.

Ìèíèìàêñíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñïåêòðà è íåðàâåíñòâà Âñþäó
äàëåå â ýòîé ëåêöèè A � ýðìèòîâà ìàòðèöà.

Ïóñòü λ1(A) ⩾ λ2(A) ⩾ . . . ⩾ λn(A) � íàáîð å¼ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Êàê ðàáîòàòü ñ âåëè÷èíîé λi(A), êàêèå ó íå¼ ñâîéñòâà? Íàïðèìåð, ñóììà
ýòèõ âåëè÷èí ëèíåéíà ïî A:

n∑
i=1

λi(A+B) =
n∑

i=1

λi(A) +
n∑

i=1

λi(B).

Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñóììà ðàâíà ñëåäó, à îí ëèíååí.
Íåêîòîðûå âîçìîæíîñòè äà¼ò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (Êóðàíò�Ôèøåð). Ïóñòü A � ýðìèòîâà ìàòðèöà.

λi(A) = max
dimV=i

min
v∈V
|v|=1

v∗Av, (1)

λi(A) = min
dimV=n−i+1

max
v∈V
|v|=1

v∗Av.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì v âåëè÷èíà v∗Av ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé ìàòðèöû A. Âçÿâ ìèíèìóì ïî v ∈ V , ìû ïîëó÷àåì óæå âîãíó-
òóþ ôóíêöèþ (ìèíèìóì ëèíåéíûõ). Äàëüøå áåð¼òñÿ åù¼ ìàêñèìóì ïî V
è ñòðóêòóðà ôóíêöèè åù¼ óñëîæíèòñÿ. Îäíàêî, èç òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ìîæíî âñ¼-òàêè èçâëå÷ü ìíîãî èíôîðìàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïåðâîå ðàâåíñòâî, ïîñêîëüêó âòî-
ðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïåðâîãî ê ìàòðèöå −A.

Ïóñòü A äèàãîíàëèçóåòñÿ â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå f1, . . . , fn. Òî-
ãäà v∗Av =

∑n
k=1 λk|vk|2, ãäå vk ýòî êîîðäèíàòû v â ýòîì áàçèñå. ßñíî,

÷òî åñëè âçÿòü V = span{f1, . . . , fi}, òî íà V èìååì v∗Av ⩽ λi|v|2; ýòî
äîêàçûâàåò �⩽� â (1).

Äëÿ îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà íóæíî â ëþáîì i-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
V íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð ñ v∗Av ⩽ λi. Êàê ýòî ñäåëàòü: ðàññìîòðèì
ïåðåñå÷åíèå V ∩span{fi, . . . , fn}. Â ñèëó ôîðìóëû dim(U+V ) = dim(U)+
dim(V )− dim(U ∩ V ) ìû èìååì

dim(V ∩ span{fi, . . . , fn}) ⩾ i+ (n− i+ 1)− n = 1,

ïåðåñå÷åíèå íå ïóñòî è ñîäåðæèò åäèíè÷íûé âåêòîð w. ßñíî, ÷òî w∗Aw ⩽
λi, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïîñìîòðèì íà ðàâåíñòâî (1). Âåëè÷èíà v∗Av ëèíåéíà ïî A ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì v. Ìèíèìóì ëèíåéíûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé
ïî A. Ïîòîì áåð¼òñÿ ìàêñèìóì ïî ïîäïðîñòðàíñòâàì è ïîëó÷àåòñÿ áîëåå
ñëîæíàÿ çàâèñèìîñòü λi îò A.

Íåðàâåíñòâî Âåéëÿ:

λi+j−1(A+B) ⩽ λi(A) + λj(B).

(Îñòàâèì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.)
Äîêàæåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

|λi(A+B)− λi(A)| ⩽ ∥B∥27→2.

Ñïðàâà ñòîèò îïåðàòîðíàÿ íîðìà: ∥B∥27→2 := max|v|=1 |Bv|. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ∥B∥27→2 = max(|λ1(B)|, |λn(B)|). Ïîñêîëüêó ýòî îäíà èç íàèáî-
ëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ íîðì, ÷àñòî ïèøóò ïðîñòî ∥B∥ áåç óòî÷íåíèÿ;
ìû áóäåì äåëàòü òàê, åñëè ýòî íå ïðèâåä¼ò ê ïóòàíèöå.
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Èòàê, îöåíèì λi(A + B) ñâåðõó. Ïî Êóðàíòó�Ôèøåðó, äîñòàòî÷íî â
ëþáîì i-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð v ñ îöåíêîé íà
v∗(A + B)v. Äëÿ ìàòðèöû A ñóùåñòâóåò v ∈ V , òàêîé ÷òî v∗Av ⩽ λi(A).
Äàëåå, v∗Bv ⩽ ∥B∥. Èòîãî, ìû ïîëüçóåìñÿ ëèíåéíîñòüþ:

v∗(A+B)v = v∗Av + v∗Bv ⩽ λi(A) + ∥B∥.

Îöåíêà ñíèçó àíàëîãè÷íà.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå ìàòðèöå å¼ âåêòîð

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëèïøèöåâî:

∥λ⃗(A+B)− λ⃗(B)∥∞ ⩽ ∥B∥27→2.

Îáîáù¼ííûé ñëåä. Ïóñòü U � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Îïðåäå-
ëèì ñëåä A íà ïîäïðîñòðàíñòâå U êàê

Tr(A|U) :=
k∑

i=1

u∗
iAui,

ãäå {u1, . . . , uk} ýòî îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ A. Ïðîâåðüòå, ÷òî îïðåäå-
ëåíèå êîððåêòíî è íå çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà.

Äîêàæåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

λ1(A) + . . .+ λi(A) = max
dimV=i

Tr(A|V ).

Èç íåãî ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ñóììà ïåðâûõ i ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà V = span{f1, . . . , fi}.
Äëÿ îöåíêè â îáðàòíóþ ñòîðîíó íóæíî îöåíèòü ñëåä ñâåðõó. Ñäåëàåì ýòî
ïî èíäóêöèè. Â ñëó÷àå i = 1 ýòî ïðîñòî Êóðàíò�Ôèøåð. Äëÿ ïåðåõîäà
îò i − 1 ê i ðàññìîòðèì V ′ := V ∩ span{f2, . . . , fn}. Ìû ïåðåõîäèì â
ïîäïðîñòðàíñòâî, ãäå ó A ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íà÷èíàþòñÿ ñ λ2 è ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

Tr(A|V ′) =
i−1∑
k=1

u∗
iAui ⩽ λ2(A),

ãäå u1, . . . , ui−1 áàçèñ V
′. Äîïîëíèì åãî äî áàçèñà V äîáàâëåíèåì âåêòîðà

u0. Ïîñêîëüêó u∗
0Au0 ⩽ λ1(A), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. (×òî, åñëè dimV ′ =

i?)
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