
Êóðñ �Ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû â òåîðèè

ïðèáëèæåíèé�. Ëåêöèÿ 2. Íåðàâåíñòâà äëÿ

ñîáñòâåííûõ è ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë.

7 îêòÿáðÿ 2023 ã.

Ìèíèìàêñíàÿ ôîðìóëà Wielandt-à Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû äîêà-
çàëè äâå ôîðìóëû:

Courant�Fischer: λi(A) = max
dimV=i

min
v∈V,|v|=1

v∗Av.

×àñòè÷íûé ñëåä: λ1(A) + . . .+ λi(A) = max
dimV=i

Tr(A|V ).
Ìû äîêàæåì ôîðìóëó Wielandt-à, êîòîðàÿ îáîáùàåò ýòè äâà óòâåð-

æäåíèÿ. Â íåé äà¼òñÿ ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñóììû λi1(A) +
. . . + λik(A). Çàôèêñèðóåì ÷èñëà 1 ⩽ i1 < i2 < . . . < ik ⩽ n. ×àñòè÷-
íûì ôëàãîì íàçûâàåòñÿ öåïî÷êà âëîæåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ V1 ⊂ V2 ⊂
. . . ⊂ Vk òàêèõ ÷òî dimVj = ij, j = 1, . . . , k. Ìíîãîîáðàçèåì Øóáåðòà
X(V1, . . . , Vk) íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî ïîäïðîñòðàíñòâ W ðàçìåðíîñòè k,
òàêèõ ÷òî dim(W ∩ Vj) ⩾ j, j = 1, . . . , k. Ôîðìóëà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

λi1(A) + . . .+ λik(A) = max
V1⊂...⊂Vk
dimVj=ij

min
W∈X(V1,...,Vk)

Tr(A|W ).

Äëÿ íà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî ôîðìóëà Wielandt-à îáîáùàåò äâå ïðåäû-
äóùèå. Ïðè k = 1 ïîëó÷àåì, î÷åâèäíî, Êóðàíòà�Ôèøåðà. Ïðè i1 = 1,
i2 = 2, . . . , ik = k ïîäïðîñòðàíñòâî W îáÿçàíî ñîâïàäàòü ñ Vk è ïîëó÷à-
åòñÿ ôîðìóëà ÷àñòè÷íîãî ñëåäà.

Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ìíîãîîáðàçèå Øóáåðòà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Ïîñêîëüêó dim(W ∩V1) ⩾ 1, íàéä¼òñÿ íåíóëåâîé âåêòîð w1 ∈ W ∩V1.
Äàëåå, W ∩ V2 ∩ span{w1}⊥ ∋ w2, è ò.ä. Ñòðîèòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûé
áàçèñ {w1, . . . , wn} ïðîñòðàíñòâà W ñî ñâîéñòâîì wj ∈ Vj. Íàîáîðîò, åñ-
ëè åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñ óñëîâèåì wj ∈ Vj, òî äëÿ W :=
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span{w1, . . . , wk} âûïîëíåíû òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà dim(W ∩ Vj) ⩾ j.

Ïðè ýòîì Tr(A|W ) =
∑k

j=1w
∗
jAwj.

Ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê îáû÷íî, ðàññìàòðèâàåì äèàãîíàëèçóþùèé áàçèñ
{f1, . . . , fn}. Ïðèìåð ïðîñòðàíñòâ Vj ñòðîèòñÿ ëåãêî: Vj := span{f1, . . . , fij}.
Ïóñòü {w1, . . . , wk} � ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ñ wj ∈ Vj.
Òîãäà w∗

jAwj ⩾ λij . Ñóììèðóÿ ïî j, ïîëó÷àåì, ÷òî minw ⩾
∑

λij .
Îáðàòíî: íóæíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà ïîäïðîñòðàíñòâ ïîñòðîèòü ñèñòå-

ìó {wj}, íà êîòîðîé ñëåä ìàë. Ïðîâîäèì èíäóêöèþ ïî k. Ñëó÷àé k = 1
ýòî Êóðàíò-Ôèøåð. Ïóñòü äëÿ k − 1 äîêàçàíî, ïåðåéä¼ì ê k.

Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü i1 = 1. Äåéñòâèòåëüíî, â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ïåðåéä¼ì îò Vj ê V ′

j := Vj ∩ {f2, . . . , fn}. Òåì ñàìûì ðàç-
ìåðíîñòè ij óìåíüøàòñÿ íà åäèíèöó, íî è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòî-
ðà ñäâèíóòñÿ: âìåñòî (λ1, . . . , λn) òåïåðü (λ2, . . . , λn). ßñíî, ÷òî òàê äåëî
ñâîäèòñÿ ê i1 = 1.

Èòàê, V1 = span{w1}. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, äëÿ V2 ⊂ . . . ⊂ Vk

åñòü ìèíèìèçèðóþùèé áàçèñ {w2, . . . , wk}, wj ∈ Vj, j = 2, . . . , k. Äëÿ íåãî

k∑
j=2

w∗
jAwj ⩽ λi2(A) + . . .+ λik(A).

Ðàññìîòðèì W := span{w1, . . . , wk}, îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ dim(W ∩
Vj) ⩾ j, îäíàêî, òåïåðü {wj} ýòî íå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ. Íå ñòðàø-
íî � çàìåíèì w1 íà ýëåìåíò u ∈ W ∩ span{w2, . . . , wk}⊥. Òîãäà u∗Au ⩽
λ1(A) = λi1(A). Ñêëàäûâàÿ ýòî ñ ïðåäûäóùèì íåðàâåíñòâîì, ïîëó÷èì
íóæíóþ îöåíêó ñëåäà.

Íåðàâåíñòâà Ëèäñêîãî è Wielandt�Ho�man Íåðàâåíñòâî Ëèäñêî-
ãî:

λi1(A+B)+ . . .+λik(A+B) ⩽ λi1(A)+ . . .+λik(A)+λ1(B)+ . . .+λk(B).

Îíî âûâîäèòñÿ èç ôîðìóëû Wielandt-à. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îöåíêè ñóì-
ìû ñâåðõó íóæíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà {Vj} íàéòè W ∈ X({Vj}) ñ îöåí-
êîé ñâåðõó íà Tr(A + B|W ). Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî, ìèíèìèçèðó-
þùåå Tr(A|W ). Òîãäà Tr(A|W ) ⩽ λi1(A) + . . .+ λik(A). Êðîìå òîãî, âñåãäà
Tr(B|W ) ⩽ λ1(B) + . . .+ λk(B). Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà è ïîëüçóÿñü
ëèíåéíîñòüþ ñëåäà, ïîëó÷èì òðåáóåìîå.
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Ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Ëèäñêîãî: äëÿ ëþáîãî íàáîðà íåîòðèöàòåëü-
íûõ êîýôôèöèåíòîâ c1, . . . , cn èìååì

n∑
k=1

ckλk(A+B) ⩽
n∑

k=1

ckλk(A) +
n∑

k=1

c∗kλk(B),

ãäå c∗1 ⩾ c∗2 ⩾ . . . ⩾ c∗n ýòî íåâîçðàñòàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (ck).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì òðþê: âûðàçèì ci â âèäå èíòåãðàëà
∫∞
0

1{ci ⩾
λ} dλ. Ïîäñòàâèì âìåñòî ci ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ôèêñèðîâàí-
íîãî λ. Ïóñòü c∗1 ⩾ c∗2 ⩾ . . . ⩾ c∗k ⩾ λ > c∗k+1 ⩾ . . . ⩾ c∗n è ïóñòü èíäåêñû
ci, ñîîòâåòñòâóþùèå c∗j , j ⩽ k, ýòî i1, . . . , ik. Òîãäà 1{cj ⩾ λ} = 1 åñëè
j ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {i1, . . . , ik} è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïîýòî-
ìó â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷èòñÿ

∑k
j=1 λij(A + B). Â ïðàâîé ÷àñòè äëÿ A âñ¼

àíàëîãè÷íî, à äëÿ B ïîëó÷èòñÿ ñóììà ïåðâûõ k ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Ìû
ïîëó÷èëè â òî÷íîñòè íåðàâåíñòâî Ëèäñêîãî.

Èíòåãðèðóÿ ïî λ, ïîëó÷èì íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî.

Íàêîíåö, äîêàæåì íåðàâåíñòâî Wielandt�Ho�man:

∥λ⃗(A+B)− λ⃗(A)∥ℓnp ⩽ ∥λ⃗(B)∥ℓnp .

Çàïèøåì ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ïàð (A,B) è A+B,−B:

n∑
i=1

ci(λi(A+B)− λi(A)) ⩽
n∑

i=1

c∗i (λi(B)), (1)

n∑
i=1

ci(λi(A)− λi(A+B)) ⩽
n∑

i=1

c∗i (λi(−B)) =
n∑

i=1

−c∗iλn−i+1(B)). (2)

Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ íà I+ := {i : λi(A + B) ⩾ λi(B)} è I− :=
{i : λi(A + B) < λi(B)}. Ïóñòü |I+| = s. Âîçüì¼ì êîýôôèöèåíòû (ai),
òàêèå ÷òî ai ⩾ 0 íà I+ è ai = 0 íà I−. Èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî (1) äëÿ
ai: ∑

i∈I+
ai|λi(A+B)− λi(A)| ⩽

∑
i∈I+

a∗i |λi(B)| =
s∑

i=1

a∗i |λi(B)|.

Àíàëîãè÷íî, âîçüì¼ì êîýôôèöèåíòû (bi) íà I− è èñïîëüçóåì (2):∑
i∈I−

bi|λi(A+B)−λi(A)| ⩽
∑
i∈I−

b∗i |λn−i+1(B)| =
n−s∑
i=1

b∗i |λn−i+1(B)| =
n∑

i=s+1

b∗n−i+1|λi(B)|.
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Îáúåäèíèì (ai) è (bi) â îäíó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ci), òîãäà:

n∑
i=1

ci|λi(A+B)− λi(A)| ⩽
n∑

i=1

c∗∗i |λi(B)|,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (c∗∗i ) ïîëó÷àåòñÿ òàê: ñíà÷àëà èä¼ò íåóáûâàþùàÿ
ïåðåñòàíîâêà {ci : i ∈ I+}, ïîòîì íåóáûâàþùàÿ ïåðåñòàíîâêà {ci : i ∈ I−}.
Íàì íå âàæåí ïîðÿäîê c∗∗i ; ãëàâíîå, ÷òî ýòî ïåðåñòàíîâêà ci.

Ïðè p = 1 äîñòàòî÷íî âçÿòü ci ≡ 1; ïðè p = ∞ âçÿòü åäèíèöó
ïðè ìàêñèìàëüíîì |λi(A + B) − λi(A)|. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëàãàåì ci =
|λi(A + B) − λi(A)|p−1 è ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà è âñ¼ ïîëó÷à-
åòñÿ (ïðîâåðüòå!).

Ñëåäñòâèå: âåëè÷èíà ∥λ⃗(A)∥p óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíè-
êà è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ íîðìîé. Îíà íàçûâàåòñÿ íîðìîé Øàòòåíà.

SVD. Âåêòîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû âî ìíîãîì å¼ õàðàêòåðèçóåò.
Íåäîñòàòîê ñîáñòâåííûõ ÷èñåë â òîì, ÷òî îíè îïðåäåëåíû òîëüêî äëÿ
êâàäðàòíûõ ìàòðèö. Â îáùåì ñëó÷àå íóæíû ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà.

Òåîðåìà. (Ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå, Singular Value Decomposition,
SVD.) Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíàÿ n × p êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà. Îíà ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå A = UΣV ∗, ãäå U � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà n × n; V �
óíèòàðíàÿ ìàòðèöà p × p; Σ � ïðÿìîóãîëüíàÿ ìàòðèöà, ýëåìåíòû âíå
äèàãîíàëè ðàâíû íóëþ, íà äèàãîíàëè ñòîÿò íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà σ1 ⩾
σ2 ⩾ . . . ⩾ σmin(n,p) ⩾ 0. Ýòè ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ñèíãóðÿíûìè ÷èñëàìè

ìàòðèöû A è îíè îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.
Èçîáðàçèì SVD äëÿ �âåðòèêàëüíîé� ìàòðèöû (n ⩾ p):

. . .

. . .

. A .

. . .

. . .

 =


. . . . .
. . . . .
. . U . .
. . . . .
. . . . .

 ∗


σ1 0 0
0 . . . 0
0 0 σp

0 0 0
0 0 0

 ∗

. . .
. V ∗ .
. . .



Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ïîñëåäíèõ n− p ñòîëáöîâ ìàòðèöû U óìíîæàþòñÿ
íà íîëü, îíè íå èãðàþò ðîëè è ìîæíî èçîáðàçèòü óñå÷¼ííîå ïðåäñòàâëå-
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íèå: 
. . .
. . .
. A .
. . .
. . .

 =


. . .
. . .

. Ũ .

. . .

. . .

 ∗

σ1 0 0
0 . . . 0
0 0 σp

 ∗

. . .
. V ∗ .
. . .


Â îïåðàòîðíûõ òåðìèíàõ (ðàçáåð¼ì ñëó÷àé n ⩾ p): ñóùåñòâóåò îðòíî-

ðîìèðîâàííûé áàçèñ v1, . . . , vp ∈ Cp, è îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ u1, . . . , un ∈
Cn, òàêèå ÷òî

Avj = σjuj, A
∗uj = σjvj j = 1, . . . , p,

è A∗uj = 0 ïðè j > p. Ýòî ÿñíî èç ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ, uj è vj
ñóòü ñòîëáöû ìàòðèö U è V .

Òî åñòü, êàê óñòðîåíî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Cp → Cp: ñíà÷àëà ýòî
ðàñòÿæåíèå âäîëü îñåé vi (ò.å. vi 7→ σivi), ïîòîì ïîâîðîò (ïðè êîòîðîì
vi 7→ ui).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì åäèíñòâåííîñòü σj: èç ïðåäñòàâëåíèÿ A =
UΣV ∗ ñëåäóåò, ÷òî A∗A = V ΣΣ∗V ∗, ìàòðèöà ΣΣ∗ äèàãîíàëüíà ñ (σ2

j )
íà äèàãîíàëè, ÿñíî ÷òî ýòî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A∗A, à îíè
îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Òåïåðü ÿñíî, êàê äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ (ïóñòü n ⩾
p). Ìàòðèöà A∗A ýðìèòîâà; ïóñòü λ1, . . . , λp ýòî å¼ ñîáñòâåííûå ÷èñëà
è v1, . . . , vp � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû:

λi⟨vi, vi⟩ = ⟨A∗Avi, vi⟩ = ⟨Avi, Avi⟩ ⩾ 0.

Ïîëîæèì σi := λ
1/2
i . Âåêòîðà vi óæå ïîñòðîåíû. Ïîëîæèì uj := σ−1

j Avj
ïðè j ⩽ p. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòè âåêòîðà îðòî-
íîðìèðîâàíû, äîïîëíèì èõ äî îðòîáàçèñà. Ñîáñòâåííî, ìû è ïîëó÷èëè
SVD.

Íåðàâåíñòâà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë Îáñóäèì ñâÿçü ñèíãóëÿðíûõ
è ñîáñòâåííûõ ÷èñåë. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî

σi(A) =
√

λi(A∗A) =
√

λi(AA∗), i = 1, . . . ,min(n, p).
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Åñëè ìàòðèöà A ýðìèòîâà, òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, σi(A) = |λi(A)|.
Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà òåðÿþò ÷àñòü èíôîðìàöèè.

Ïî ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöå ìîæíî ïîñòðîèòü ýðìèòîâó òàê:


. . .
. . .
. A .
. . .
. . .

 7→ Ã :=



0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 . A .
0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 . . .
. . . . . 0 0 0
. . A∗ . . 0 0 0
. . . . . 0 0 0


Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà Ã ýòî ±σj(A) (è íóëè).

Courant�Fischer äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë:

σi(A) = max
dimV=i

min
v∈V,
|v|=1

|Av|.

Äåéñòâèòåëüíî, âîçâåä¼ì â êâàäðàò, ñëåâà ïîëó÷èì λi(A
∗A), ñïðàâà áóäåò

|Av|2 = ⟨v, A∗Av⟩, èñïîëüçóåì Êóðàíòà�Ôèøåðà äëÿ A∗A.
Äëÿ âñÿêîãî k ñóììà σ1(A)+ . . .+σk(A) ÿâëÿåòñÿ íîðìîé. Íàçûâàåòñÿ

íîðìà Êè-Ôàíÿ (Ky-Fan). Ýòà íîðìà èíäóöèðóåòñÿ ñ âûïóêëîãî ôóíê-
öèîíàëà λ1 + . . .+ λk ïðè âëîæåíèè A 7→ Ã.

Âåëè÷èíà ∥σ⃗(A)∥p, àíàëîãè÷íî, ÿâëÿåòñÿ íîðìîé è íàçûâàåòñÿ íîð-
ìîéØàòòåíà ∥A∥Sp . Îíà ñîãëàñîâàíà ñ ïðåæíèì îïðåäåëåíèåì äëÿ ýðìè-
òîâûõ ìàòðèö. Äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë òàêæå ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
Ëèäñêîãî:

σi1(A+B) + . . .+ σik(A+B) ⩽ σi1(A) + . . .+ σik(A) + σ1(B) + . . .+ σk(B)

è íåðàâåíñòâî Wielandt�Ho�man:

∥σ⃗(A+B)− σ⃗(A)∥p ⩽ ∥σ⃗(B)∥p.

(Ïðîâåðüòå!)
Çàäà÷à. Íà ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-

íèå
⟨A,B⟩ :=

∑
i,j

Ai,jBi,j = Tr(A∗B).
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Äîêàçàòü íåêîììóòàòèâíîå íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà: äëÿ ëþáîãî 1 ⩽ p ⩽
∞, 1/p+ 1/p′ = 1,

|Tr(A∗B)| ⩽ ∥A∥Sp ∥B∥Sp′
.
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