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Ñèììåòðè÷íûå íîðìû â Rn. Íàçîâ¼ì íîðìó â Rn ñèììåòðè÷íîé,
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

� ìîíîòîííîñòü: åñëè |xi| ⩽ |yi| ïðè i = 1, . . . , n, òî ∥x∥ ⩽ ∥y∥,

� ∥πx∥ = ∥x∥ äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò.

ßñíî, ÷òî òàêàÿ íîðìà íå çàâèñèò îò çíàêîâ êîîðäèíàò: ∥(x1, . . . , xn)∥ =
∥(|x1|, . . . , |xn|). Áîëåå òîãî, ïóñòü x∗

1 ⩾ x∗
2 ⩾ . . . ⩾ x∗

n � íåâîçðàñòàþùàÿ
ïåðåñòàíîâêà ìîäóëåé êîîðäèíàò. Òîãäà ∥x∥ = ∥(x∗

1, . . . , x
∗
n)∥. Ïîìåíÿë

íåìíîãî îáîçíà÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ëåêöèåé, ñì. òàêæå x↓ íèæå.
Îòìåòèì, ÷òî âìåñòî ìîíîòîííîñòè ìîæíî òðåáîâàòü áîëåå ñëàáîå

óñëîâèå: ∥x∥ = ∥(|x1|, . . . , |xn|)∥. Äåéñòâèòåëüíî, èç ìîíîòîííîñòè ñëåäó-
åò, ÷òî íîðìà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñìåíå çíàêà (ò.ê. åñëè áû îíà óìåíüøèëàñü,
òî ïðè îáðàòíîé ñìåíå íå âåðíóëàñü áû). Îáðàòíî, ïóñòü íîðìà íå ìåíÿ-
åòñÿ ïðè ñìåíå çíàêà è ïóñòü |xi| ⩽ |yi|. Ìîæåì ñ÷èòàòü âñå êîîðäèíàòû
íåîòðèöàòåëüíûìè. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, 1] èìååì

∥(y1, . . . , yi−1, tyi, yi+1, . . . , yn)∥ ⩽ ∥(y1, . . . , yi, . . . , yn)∥

(êàæäóþ êîîðäèíàòó ïîòîì ñìîæåì òàê �óæàòü�). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì
ïåðâûé âåêòîð â âèäå ñóììû

(y1, . . . , yi−1, tyi, yi+1, . . . , yn) =
1 + t

2
(y1, . . . , yi, . . . , yn)+

1− t

2
(y1, . . . ,−yi, . . . , yn).
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Äàëüøå ïðèìåíÿåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è ïîëó÷àåì 1+t
2
∥y∥+1−t

2
∥y∥ =

∥y∥.
Óïðàæíåíèå. ßâëÿåòñÿ ëè x∗

1 + 2x∗
2 íîðìîé?

Ïðèìåðû ñèììåòðè÷íûõ íîðì:

� îáû÷íûå ℓnp -íîðìû: ∥x∥p,

� íîðìû Êè-Ôàíÿ ∥x∥(k) = x∗
1 + . . .+ x∗

k.

Âàæíîñòü íîðì Êè-Ôàíÿ âèäíà èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ. Äëÿ åãî
ôîðìóëèðîâêè íàì ïîíàäîáèòñÿ åù¼ íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé.

Äëÿ âåêòîðà x ∈ Rn ÷åðåç x↓ = (x↓
1, . . . , x

↓
n) îáîçíà÷èì ïåðåñòàíîâêó

êîîðäèíàò â íåâîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå: x↓
1 ⩾ . . . ⩾ x↓

n. Îòëè÷èå îò x∗
k â

òîì, ÷òî íå áåð¼ì ìîäóëè, ñðåäè x↓
i ìîãóò áûòü îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.

Ñêàæåì, ÷òî âåêòîð x ìàæîðèðóåòñÿ âåêòîðîì y, îáîçíà÷åíèå: x ≺ y,
åñëè âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

� x↓
1 + . . .+ x↓

k ⩽ y↓1 + . . .+ y↓k ïðè k = 1, . . . , n,

� x1 + . . .+ xn = y1 + . . .+ yn.

Õàðàêòåðíûé ïðèìåð:

(
1

n
,
1

n
, . . . ,

1

n
) ≺ (p1, . . . , pn) ≺ (1, 0, . . . , 0)

äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (pi). Ñëåâà �õàîñ�, ñïðàâà �ïîðÿ-
äîê�. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïðè óñðåäíåíèè ìû ïîëó÷àåì ìàæîðèðóåìûé
âåêòîð.

Ëåììà 1. (i) Ïóñòü x, y ∈ Rn. Íåðàâåíñòâî ∥x∥ ⩽ ∥y∥ ñïðàâåäëèâî
äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé íîðìû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî
âåðíî äëÿ íîðì Êè-Ôàíÿ: ∥x∥(k) ⩽ ∥y∥(k), k = 1, . . . , n.

(ii) Ïóñòü x ≺ y. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷íîé íîðìû: ∥x∥ ⩽ ∥y∥.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷í¼ì ñ ïóíêòà (ii). Ìû äîêàæåì, ÷òî åñëè x ≺ y,
òî x ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå ïåðåñòàíîâîê y, ò.å. x =

∑N
i=1 tiπiy, ãäå

ti ⩾ 0,
∑

ti = 1. Îòñþäà ñðàçó ïîñëåäóåò íåðàâåíñòâî ∥x∥ ⩽ ∥y∥.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî x1 ⩾ x2 ⩾ . . . ⩾ xn è y1 ⩾

y2 ⩾ . . . ⩾ yn.
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Íà÷í¼ì ñî ñëó÷àÿ n = 2. Ïóñòü x1 + x2 = y1 + y2, íî x1 ⩽ y1. ßñíî,
÷òî â ýòîì ñëó÷àå x1 = ty1 + (1 − t)y2 äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ [0, 1], è òîãäà
x2 = y1+y2−x1 = (1−t)y1+ty2. Â öåëîì (x1, x2) = t(y1, y2)+(1−t)(y2, y1),
÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îáîáùèì ôîðìóëó íà n > 2. Íàçîâ¼ì T -ïðåîáðàçîâàíèåì îòîáðàæå-
íèå âèäà

y 7→ (y1, . . . , yi−1, tyi + (1− t)yj, yi+1, . . . , yj−1, (1− t)yi + tyj, yj+1, . . .).

Ò.å. âñå êîîðäèíàòû êðîìå i è j îñòàþòñÿ íà ìåñòå, à i, j �êîìáèíèðóþòñÿ�.
Ïîêàæåì, ÷òî Ty ≺ y. Óñëîâèå íà ñóììó âñåõ êîîðäèíàò âûïîëíåíî.

Äàëåå, ïðè k < i êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò. Ïðè k = i â ñóììó Ty äîáàâ-
ëÿåòñÿ tyi + (1 − t)yj, ÷òî íå áîëüøå yi â ñèëó ìîíîòîííîñòè êîîðäèíàò.
Äàëüøå ïðè i < k < j ñíîâà ïðèáàâëÿþòñÿ îäíè è òå æå êîîðäèíàòû.
Ïðè k = j ñóììû ñðàâíèâàþòñÿ.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ T -ïðåîáðàçîâàíèé
ïåðåéòè îò y ê x: y ≻ T1y ≻ T2T1y ≻ . . . ≻ Tk · · ·T1y = x. Ïðè ýòîì ìû âñ¼
âðåìÿ íàõîäèìñÿ â ìíîãîãðàííèêå, íàòÿíóòîì íà ïåðåñòàíîâêè âåêòîðà
y, è, ñëåäîâàòåëüíî, x òîæå â ýòîì ìíîãîãðàííèêå.

Ïåðâûì øàãîì ñðàâíÿåì ïåðâûå êîîðäèíàòû: ò.ê. x1 < y1 (â ñëó÷àå
ðàâåíñòâà øàã ìîæíî ïðîïóñòèòü), òî yk ⩽ x1 ⩽ yk−1 äëÿ íåêîòîðîãî k.
Ïîýòîìó x1 = ty1 + (1− t)yk, è ïðåîáðàçîâàíèå

T1 : y 7→ (ty1 + (1− t)yk, y2, . . . , yk−1, (1− t)y1 + tyk, yk+1, . . .)

óðàâíèâàåò ïåðâûå êîîðäèíàòû x è T1y. Ïðîâåðèì, ÷òî âåêòîðà ñ îòáðî-
øåííûìè ïåðâûìè êîîðäèíàòàìè òàê æå ìàæîðèðóþòñÿ:

(x2, . . . , xn) ≺ (y2, . . . , yk−1, (1− t)y1 + tyk, yk+1, . . .).

Ïðè m < k ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
∑m

j=2 xj ⩽
∑m

j=2 yj, âåðíîå â ñèëó òîãî,
÷òî y1 ⩾ . . . ⩾ yk−1 ⩾ x1 ⩾ . . .. Ïðèm ⩾ k ïîëó÷àåì ñëåâà ñóììó

∑m
j=2 xj,
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à ñïðàâà � ñóììó

k−1∑
j=2

yj + (1− t)y1 + tyk +
n∑

j=k+1

yj =

m∑
j=1

yj − ty1 + (t− 1)yk =

m∑
j=1

yj − x1 ⩾
m∑
j=1

xj − x1 =
m∑
j=2

xj.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñðàâíÿòü âòîðûå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ è òàê äàëåå ïî
èíäóêöèè.

Ïóíêò (ii) äîêàçàí. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (i) ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Ñ÷è-
òàåì xi, yi ⩾ 0. Åñëè

∑
xi =

∑
yi, òî x ≺ y è âñ¼ äîêàçàíî. Èíà÷å,

äîïîëíèì âåêòîð x êîîðäèíàòàìè ε > 0 â êîëè÷åñòâå N øòóê:

x′ = (x1, . . . , xn, ε, ε, . . . , ε),

y′ = (y1, . . . , yn, 0, 0, . . . , 0).

×òîáû ñóììû êîîðäèíàò x′ è y′ ñðàâíÿëèñü, íóæíî âûáðàòü ε = (
∑

yi −∑
xi)/N . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì N ïîëó÷èì

x′ ≺ y′. Ïîýòîìó x′ =
∑

tiπy
′. Îãðàíè÷èâàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà ïåðâûå n

êîîðäèíàò, ïîëó÷èì, ÷òî x ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ âèäà
(πiy

′)|{1,...,n}, ò.å. ïåðåñòàíîâîê y, ÷àñòü êîîðäèíàò ó êîòîðûõ îáíóëåíà.
ßñíî, ÷òî òîãäà ∥x∥ ⩽ ∥y∥.

Óíèòàðíî�èíâàðèàíòíûå íîðìû. Ïåðåéä¼ì ê íîðìàì íà ïðîñòðàí-
ñòâàõ ìàòðèö. Íàçîâ¼ì íîðìó óíèòàðíî�èíâàðèàíòíîé, åñëè

∥UAV ∥ = ∥A∥

äëÿ ëþáûõ îðòîãîíàëüíûõ (â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå � óíèòàðíûõ) ìàòðèö
U , V , è äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A.

×òîáû íå ïóòàòü ìàòðè÷íûå è âåêòîðíûå íîðìû, â ýòîì ðàçäåëå âåê-
òîðíûå íîðìû áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèîíàëüíî: Φ(x).

Òåîðåìà 1. Åñëè Φ � ñèììåòðè÷íàÿ íîðìà íà Rn, òî âåëè÷èíà

∥A∥ := Φ(σ⃗(A))
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ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíî�èíâàðèàíòíîé íîðìîé.
Îáðàòíî, ëþáàÿ óíèòàðíî�èíâàðèàíòíàÿ íîðìà ∥ · ∥ èìååò òàêîé

âèä. À èìåííî, ïîëîæèì Φ(x) := ∥diag(x)∥, òîãäà Φ ÿâëÿåòñÿ ñèììåò-
ðè÷íîé íîðìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó Φ(σ⃗(A)). Âî-ïåðâûõ, îíà óíè-
òàðíî èíâàðèàíòíà, ïîñêîëüêó ñèãíóëÿðíûå ÷èñëà óíèòàðíî�èíâàðèàíòíû
(ñì. òåîðåìó îá SVD). Îäíîðîäíîñòü è íåîòðèöàòåëüíîñòü î÷åâèäíû,
ïðîâåðèì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

Φ(σ⃗(A+B)) ⩽ Φ(σ⃗(A)) + Φ(σ⃗(B)).

Êàê ìû çíàåì èç ëåììû, äîñòàòî÷íî ýòî ïðîâåðèòü äëÿ íîðì Êè-Ôàíÿ:

k∑
i=1

σi(A+B) ⩽
k∑

i=1

σi(A) +
k∑

i=1

σi(B).

Ýòî � óæå âñòðå÷àâøååñÿ íàì íåðàâåíñòâî Êè�Ôàíÿ.
Îáðàòíî. Âåëè÷èíà Φ ÿâëÿåòñÿ íîðìîé, òàê êàê ∥·∥ � íîðìà. Ñèììåò-

ðè÷íîñòü ïðîâåðÿåòñÿ òàê: ñìåíà çíàêà ó i-é êîîðäèíàòû x ñîîòâåòñòâóåò
ñìåíå çíàêà ó i-ãî ñòîëáöà diag(x), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ñïðàâà
íà îðòîíîíàëüíóþ ìàòðèöó. Àíàëîãè÷íî ñ ïåðåñòàíîâêàìè.

Ìàòðè÷íûå íîðìû. Ïîäâåä¼ì èòîã, êàêèå ìû âñòðåòèëè íîðìû íà
ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö.

1. Âàæíûé êëàññ � óíèòàðíî�èíâàðèàíòíûå íîðìû. Â ñàìîì îáùåì
âèäå: Φ(σ⃗(A)). ×àñòíûå ñëó÷àè:

� ïðè Φ(x) = ∥x∥p ïîëó÷àåì íîðìû Øàòòåíà ∥A∥Sp , â ÷àñòíîñòè:

� ïðè p = ∞ ïîëó÷àåì ∥A∥S∞ = σ1(A) = max
|x|=1

|Ax| = ∥A∥2→2,

ñïåêòðàëüíàÿ, èëè îïåðàòîðíàÿ íîðìà, íàèáîëåå âàæíàÿ ìàò-
ðè÷íàÿ íîðìà, ÷àñòî å¼ îáîçíà÷àþò ïðîñòî ∥A∥;

� ïðè p = 2 ïîëó÷àåì ∥A∥S2 = (
∑

i,j A
2
i,j)

1/2 = ∥A∥F , íîðìà
Ôðîáåíèóñà; äëÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà çàìåòèì, ÷òî îíî âû-
ïîëíåíî äëÿ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö è îáå âåëè÷èíû óíèòàðíî�
èíâàðèàíòíû;

� ïðè p = 1 ïîëó÷àåì ∥A∥S1 = ∥A∥tr, äðóãîå íàçâàíèå � ñëåäîâàÿ
íîðìà;
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� ïðè Φ(x) = ∥x∥(k) ïîëó÷àåì íîðìû Êè-Ôàíÿ σ1(A)+ . . .+σk(A), èõ
âàæíîñòü ìû óæå óâèäåëè.

2. Îïåðàòîðíûå íîðìû. Ïóñòü 1 ⩽ p, q ⩽ ∞,

∥A∥p→q := max
∥x∥p=1

∥Ax∥q = max
x ̸=0

∥Ax∥q
∥x∥p

.

×àñòíûå ñëó÷àè:

� ïðè p = q = 2 ñì. âûøå;

� ïðè p = 1 íîðìà ðàâíà max∥x∥1⩽1 ∥A∥q = max ∥Aj∥q, ãäå Aj ñóòü
ñòîëáöû ìàòðèöû (ò.ê. íîðìà âûïóêëà è ìàêñèìóì âûïóêëîé ôóíê-
öèè äîñòèãàåòñÿ íà êðàéíèõ òî÷êàõ, ò.å. äëÿ x = ±ej); ýòî âåðíî è
â áîëåå îáùåì ñëó÷àå 1 → X;

� ïðè p = 1, q = ∞ èìååì ∥A∥1→∞ = max |Ai,j|;

� â ñèëó ðàâåíñòâà íîðìû îïåðàòîðà è åãî ñîïðÿæ¼ííîãî, èìååì ∥At∥p→q =
∥A∥q′→p′ ; â ÷àñòíîñòè, ∥A∥q′→∞ = max ∥Ai∥q, ãäå Ai ñóòü ñòðîêè A.

Ïðèáëèæåíèå ìàòðèöàìè ìàëîãî ðàíãà è òåîðåìà Ýêêàðòà�Þíãà�

Ìèðñêîãî. Âàæíàÿ çàäà÷à � ïðèáëèæåíèå ìàòðèö ìàòðèöàìè ìàëîãî
ðàíãà:

∥A−B∥ → min, rankB ⩽ r. (∗)

Ýòà çàäà÷à ñëåäóåò èäåîëîãèè òåîðèè àïïðîêñèìàöèè: ìû ñòðåìèìñÿ
ïðèáëèçèòü ñëîæíûé îáúåêò ïðîñòûì ñ ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ. Êà-
êèå ìàòðèöû ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè? Îäèí èç âîçìîæíûõ îòâåòîâ: ìàòðèöû
ìàëîãî ðàíãà.

Äðóãèìè ñëîâàìè, (*) ýòî çàäà÷à íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ýëåìåíòà
ìíîæåñòâîì Rr ìàòðèö ðàíãà íå âûøå r:

E(A,Rr) = min{∥A−B∥ : B ∈ Rr}.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü (*) êàê çàäà÷ó íàèëó÷øåãî r-÷ëåííîãî
ïðèáëèæåíèÿ ïî ñëîâàðþ îäíîðàíãîâûõ ìàòðèö:

E(A,Rr) = σr(A,R1) = inf
c1,...,cr

B1,...,Br∈R1

∥A−
r∑

k=1

ckBk∥.
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Â äàííîì ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû íå íóæíû, íî îíè ïîòðåáóþòñÿ, åñëè
ñëîâàðü íîðìèðîâàòü.

Ïóñòü A = UΣV t � ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû A. Ðàíã ìàòðè-
öû ðàâåí êîëè÷åñòâó íåíóëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë. Ëîãè÷íî â êà÷åñòâå
ïðèáëèæåíèÿ âçÿòü ìàòðèöó Ar = UΣrV

t, â êîòîðîé ïåðâûå r ñèíãóëÿð-
íûõ ÷èñåë â Σ îñòàþòñÿ êàê åñòü, à îñòàëüíûå çàìåíÿþòñÿ íà íóëè.

Òåîðåìà 2 (Eckart�Young�Mirsky). Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ íîðìà ∥·∥ óíèòàðíî�
èíâàðèàíòíà. Òîãäà

min
rankB⩽r

∥A−B∥ = ∥A− Ar∥.

Äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ:

min
rankB⩽r

∥A−B∥F = (
∑
k>r

σ2
k)

1/2

(ýòî äîêàçàëè Eckart�Young) è

min
rankB⩽r

∥A−B∥2→2 = σr+1.

Ïðèìåð. Ïóñòü x1, . . . , xN ∈ Rn � íàáîð òî÷åê. Êàê ïîñòðîèòü n-
ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L, òàêîå ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ðàññòîÿíèé îò
xi äî L ìèíèìàëüíà:

min
dimL=n

N∑
i=1

|xk − PLxk|2 → min .

ßñíî, ÷òî åñëè xi çàïèñàòü â ñòîëáöû ìàòðèöû X, òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
ïðèáëèæåíèþ X â íîðìå Ôðîáåíèóñà.

Íàêîíåö, îòìåòèì, ÷òî ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå A = UΣV t ðàâíî-
ñèëüíî ðàâåíñòâó A =

∑
i⩾1 σiuiv

t
i , è íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ïîëó÷àåòñÿ

�îáðóáàíèåì õâîñòà�, ò.å. Ar =
∑r

i=1 σiuiv
t
i .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû � íà ñëåäóþùåé ëåêöèè.
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