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Òåîðåìà 1 (Eckart�Young�Mirsky). Ïóñòü ìàòðè÷íàÿ íîðìà ∥·∥ óíèòàðíî�
èíâàðèàíòíà. Òîãäà

min
rankB⩽r

∥A−B∥ = ∥A− Ar∥.

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà Ar ïîëó÷àåòñÿ �îáðóáàíèåì õâîñòà� ñèíãó-
ëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ A = UΣV t =

∑
i⩾1 σiuiv

t
i , òî åñòü Ar =

∑r
i=1 σiuiv

t
i .

Îòìåòèì, ÷òî óíèòàðíî�èíâàðèàíòíàÿ íîðìà èìååò âèä ∥A∥ = Φ(σ(A))
äëÿ íåêîòîðîé ñèììåòðè÷íîé âåêòîðíîé íîðìû Φ. Òàêèì îáðàçîì,

min
rankB⩽r

∥A−B∥ = Φ((0, 0, . . . , 0, σr+1(A), . . . , σmin(m,n)(A))).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà íåðàâåíñòâî äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ìàò-
ðèö (èíòåðåñíîå ñàìî ïî ñåáå!):

λ⃗(A+B)− λ⃗(A) ≺ λ⃗(B). (1)

(Íàïîìíèì, ÷òî x ≺ y, åñëè
∑

xi =
∑

yi è äëÿ ëþáîãî k èìååì
∑k

i=1 x
∗
i ⩽∑k

i=1 y
∗
i , ãäå (x

∗
i ), (y

∗
i ) � ñîîòâåòñòâóþùèå íåóáûâàþùèå ïåðåñòàíîâêè.)

1



Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî
∑

λi(A + B) − λi(A) =
∑

λi(B) â ñèëó ëèíåé-
íîñòè ñëåäà. Äàëåå, ïóñòü i1, . . . , ik ýòî êîîðäèíàòû â êîòîðûõ âåëè÷èíà
λi(A+B)− λi(B) ìàêñèìàëüíà. Òîãäà, â ñèëó íåðàâåíñòâà Ëèäñêîãî,

λi1(A+B) + . . .+ λik(A+B) ⩽ λi1(A) + . . .+ λi1(A) + λ1(B) + . . .+ λk(B).

Ïåðåíîñÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A â ëåâóþ ÷àñòü, ìû ïîëó÷àåì (1).
Ïîëüçóÿñü ëåììîé èç ïðåäûäóùåé ëåêöèè, èç (1) âûâîäèì:

Φ(λ⃗(A+B)− λ⃗(A)) ⩽ Φ(λ⃗(B)).

Â ñëó÷àå íîðìû Φ(x) = ∥x∥p ïîëó÷àåì óæå äîêàçàííîå íàìè íåðàâåíñòâî
Wielandt�Ho�man.

Äîêàæåì òåïåðü àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë:

Φ(σ⃗(A+B)− σ⃗(A)) ⩽ Φ(σ⃗(B)). (2)

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå M 7→ M̃ ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö m× n
â ïðîñòðàíñòâî ñèììåòðè÷íûõ êâàäðàòíûõ (m+n)× (m+n) ìàòðèö (ñì.
ëåêöèþ 2). Êàê ìû çíàåì, ñîáñòâåííûå ÷èñëà Ã+ B̃ ñóòü íóëè è ±σ(A+
B). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî i ÷èñëî |σi(A + B) − σi(A)| ðàâíî íåêîòîðîìó
λi′(Ã+ B̃)−λi′(B̃). Çíà÷èò, äëÿ ëþáûõ i1, . . . , ik ïî íåðàâåíñòâó Ëèäñêîãî
èìååì

k∑
j=1

|σij(A+B)−σij(A)| =
k∑

j=1

λi′j
(Ã+ B̃)−λi′j

(Ã) ⩽
k∑

j=1

λj(B̃) =
k∑

j=1

σj(B).

Ìû äîêàçàëè (2) äëÿ íîðì Êè�Ôàíÿ, çíà÷èò, è äëÿ âñåõ ñèììåòðè÷íûõ
íîðì.

Çàïèøåì (2) â âèäå: Φ(σ⃗(A−A′)) ⩾ Φ(v−v′), ãäå v = σ⃗(A), v′ = σ⃗(A′).
Åñëè ìàòðèöà A′ èìååò ðàíã íå âûøå r, òî ó âåêòîðà v′ íå áîëåå r íåíó-
ëåâûõ êîîðäèíàò. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ñèììåòðè÷íîé íîðìû, äëÿ ìèíè-
ìèçàöèè Φ(v−v′) íóæíî èñïîëüçîâàòü ýòè êîîðäèíàòû, ÷òîáû çàíóëèòü r
êîîðäèíàò v; ïðè÷¼ì âûãîäíî çàíóëÿòü ìàêñèìàëüíûå êîîðäèíàòû. Îñòà-
ëîñü çàìåòèòü, ÷òî âûáîð A′ = Ar ýòî è äåëàåò.

Ñòàáèëüíûé ðàíã. Ðàíã ìàòðèöû r ðàâåí ÷èñëó íåíóëåâûõ êîîðäèíàò
â âåêòîðå ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë σ = σ(A). Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì äëÿ îöåíêè
ðàíãà. Ïóñòü p < q, òîãäà

∥σ∥p ⩽ r1/p−1/q∥σ∥q,
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îòêóäà r ⩾ (∥σ∥p/∥σ∥q)(1/p−1/q)−1
. Ïðè p = 2, q = ∞ ïîëó÷àåì òàêóþ

îöåíêó:

rankA ⩾

(
∥A∥F
∥A∥

)2

.

Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñòàáèëüíûì ðàíãîì (stable rank). Ñìûñë â òîì,
÷òî îíà îöåíèâàåò ðàíã ñíèçó è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âåëè÷èíîé (â îò-
ëè÷èå îò ðàíãà). Äðóãîå ñëåäñòâèå:

rankA ⩾

(
∥A∥
∥A∥tr

)2

.

Àïïðîêñèìàòèâíûé ðàíã. Ðàññìîòðèì òåïåðü àïïðîêñèìàöèþ â íå
óíèòàðíî�èíâàðèàíòíîé íîðìå ∥A∥1→∞ = max |Ai,j|, ò.å. ïîýëåìåíòíîå
ïðèáëèæåíèå ìàòðèöû:

E(A,Rn)1→∞ = min{∥A−B∥1→∞ : rankB ⩽ n}.

Ýêâèâàëåíòíî, ìû ìîæåì çàôèêñèðîâàòü ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåíèÿ è
ìèíèìèçèðîâàòü ðàíã. Ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìàòèâíîãî ðàíãà

rankε(A) := min{rankB : max |Ai,j −Bi,j| ⩽ ε}.

Äðóãîé ýêâèâàëåíòíûé ïîäõîä � ïîïåðå÷íèêè. ßñíî (ïðîâåðüòå!), ÷òî
ïîýëåìåíòíîå ïðèáëèæåíèå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóåò êîëìîãîðîâñêîìó ïî-
ïåðå÷íèêó ìíîæåñòâà å¼ ñòîëáöîâ â ℓ∞ (èëè ñèììåòðèçîâàííîé âûïóêëîé
îáîëî÷êè ýòèõ âåêòîðîâ):

E(A,Rn)1→∞ = dn({A1, . . . , An}, ℓm∞) = dn(conv{±A1, . . . ,±An}, ℓm∞).

Ïðèìåð: åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ðàçáåð¼ì äåòàëüíî êîíêðåòíûé ïðè-
ìåð åäèíè÷íîé ìàòðèöû. Ïðèáëèæåíèå ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ ïîïå-
ðå÷íèêà ìíîæåñòâà áàçèñíûõ âåêòîðîâ, èëè îêòàýäðà:

E(IdN ,Rn)1→∞ = dn(B
N
1 , ℓN∞).

Áóäåì ðàññóæäàòü â òåõ èëè èíûõ òåðìèíàõ, êàê óäîáíåå.
Äîêàæåì òàêóþ îöåíêó ñâåðõó äëÿ ïðèáëèæåíèÿ N × N åäèíè÷íîé

ìàòðèöû ìàòðèöìè ðàíãà íå âûøå n:

E(IdN ,Rn)1→∞ ⩽ C

√
logN

n
. (3)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèáëèæàþùóþ ìàòðèöó B âîçüì¼ì â âèäå ìàòðèöû
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ìàëîìåðíûõ âåêòîðîâ: Bi,j = 1

n
⟨σi, σj⟩, ãäå σi

ýòî ñëó÷àéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n çíàêîâ (íåçàâèñèìûõ). Ïî íåðà-
âåíñòâó Õåôäèíãà èìååì ïðè i ̸= j:

P(| 1
n
⟨σi, σj⟩| ⩾ ε) = P(|

n∑
k=1

σ
(k)
i σ

(k)
j | ⩾ nε) ⩽

⩽ 2 exp(−2n2ε2

4n
) = 2 exp(−nε2

2
).

Åñëè âåëè÷èíà â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà áóäåò ìåíüøå 1/N2, òî íàé-
ä¼òñÿ ðåàëèçàöèÿ σi, ïðè êîòîðîé 1

n
⟨σi, σj⟩| < ε äëÿ âñåõ ïàð 1 ⩽ i < j ⩽

N . Äëÿ ýòîãî íóæíî âçÿòü ε ≍ (logN/n)1/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò (3).

Ïðè n ñóùåñòâåííî áîëüøèõ logN ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ëîãàðèôìè-
÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ â îöåíêå ñâåðõó:

E(IdN ,Rn)1→∞ ⩽ C(d)n−1/2, åñëè nd > N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ⩾ N åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ ðàç-
ìåðíîñòè n ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ïî ìîäóëþ íå áîëüøå C(d)n−1/2.

Âîçüì¼ì ïðîñòîå ÷èñëî p ≍ n1/2 è ðàññìîòðèì ïîëå Fp. Ãðàôèêè
ôóíêöèé Fp → Fp ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîäìíîæåñòâàìè Fp × Fp è
ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè p2 èç íóëåé è åäèíèö. Çà-
ôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå d è ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû P íàä Fp ñòåïåíè íå
âûøå 2d, êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó ñîïîñòàâèì âåêòîð vP (ãðàôèê). Çàìåòèì,
÷òî

⟨vP , vQ⟩ = #{x : P (x) = Q(x)} ⩽ 2d,

ïîýòîìó 1
p
⟨vP , vQ⟩ ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò ≍ d/p ≍ n−1/2. Ïðè ýòîì

êîëè÷åñòâî ìíîãî÷ëåíîâ íå ìåíüøå p2d ⩾ N . Ýòî äà¼ò íóæíóþ îöåíêó.

Îöåíêà ñíèçó. Äîêàæåì, ÷òî ïðè n = o(logN) õîðîøàÿ àïïðîêñè-
ìàöèÿ íåâîçìîæíà. Òóò óäîáíåå ðàññóæäàòü â òåðìèíàõ ïîïåðå÷íèêîâ.
Èòàê, ïóñòü áàçèñíûå âåêòîðà e1, . . . , eN ïðèáëèæåíû â ℓN∞ âåêòîðàìè
g1, . . . , gN èç n-ìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, è ïîãðåøíîñòü íå áîëåå 1/3.
Òîãäà

∥gi − gj∥∞ ⩾ ∥ei − ej∥∞ − 2/3 = 1/3.
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Ïîëó÷àåòñÿ, âåêòîðà gi ëåæàò â ℓ∞-øàðå ðàäèóñà 4/3 è ïîïàðíî óäàëåíû
íà ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå 1/3, ñëåäîâàòåëüíî, èõ íå áîëüøå cn. Çíà÷èò,
N ⩽ cn, ÷.ò.ä.

Îáùàÿ îöåíêà ñíèçó. Äîêàæåì, ÷òî

E(IdN ,Rn)1→∞ ⩾
1

2
n−1/2, n ⩽ N/2. (4)

Ñâåä¼ì äåëî ê îöåíêå â ℓ2. Âî-ïåðâûõ, ñëó÷àé (n,N) îöåíèâàåòñÿ ÷åðåç
ñëó÷àé (n, 2n). Ïðèìåíèì òåîðåìó Ýêêàðòà�Þíãà:

E(Id2n,Rn)F = (σn+1(Id2n)
2 + . . .+ σ2n(Id2n)

2)1/2 = n1/2.

Ò.ê. âñåãî ýëåìåíòîâ 4n2, íàéä¼òñÿ ýëåìåíò, ïîãðåøíîñòü â êîòîðîì íå
ìåíåå 1

2
n−1/2.

Èäåÿ Ãëóñêèíà. Ìîæíî íåìíîãî óñèëèòü îöåíêó ñíèçó â îáëàñòè n ≍
logC N . Íå áóäåì ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ äåòàëüíî, èçëîæèì èäåþ. Èäåÿ
ñîñòîèò â óëó÷øåíèè àïïðîêñèìàöèè. Èòàê, åñëè ìàòðèöà B ïðèáëè-
æàåò åäèíè÷íóþ ñ ïîãðåøíîñòüþ ε, òî ñíà÷àëà ìû ìîæåì äîáèòüñÿ òîãî,
÷òî Bi,i = 1 (äîìíîæèâ ñòðîêè íà 1±ε). Äàëåå, âîçâåä¼ì B ïîýëåìåíòíî â
ñòåïåíü: B◦k := (Bk

i,j). òîãäà âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òîæå âîçâåäóòñÿ
â ñòåïåíü áóäóò ìåíüøå εk. Ïðè ýòîì

rankB◦k ⩽

(
rankB + k − 1

k

)
.

Äàëüøå îñòà¼òñÿ ïîäîáðàòü k è âîñïîëüçîâàòüñÿ îöåíêîé (4).
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