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Ôàêòîðèçàöèîííàÿ γ2-íîðìà. Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ m × n ìàò-
ðèöà.

Îïðåäåëåíèå. Ãàììà-2 íîðìîé ìàòðèöû A (îáîçíà÷åíèå: γ2(A)) íàçû-
âàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî C, òàêîå ÷òî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
Ai,j = ⟨xi, yj⟩, ãäå x1, . . . , xm, y1, . . . , yn ëåæàò â íåêîòîðîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå è |xi| · |yj| ⩽ C ïðè âñåõ i, j.

Íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Âî-ïåðâûõ, ïðîñëåæèâàåòñÿ àíàëîãèÿ ñ îáû÷-
íûì ðàíãîì ìàòðèöû, òîëüêî â í¼ì îãðàíè÷èâàåòñÿ íå äëèíà, à ðàçìåð-
íîñòü âåêòîðîâ. Äàëåå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî xi, yj ∈ Rm+n (ðàññìàòðèâàåì
ïîäïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ýòè âåêòîðà). Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè, ìè-
íèìóì C äîñòèãàåòñÿ.

Îáîáùåíèå. Ïóñòü T : X → Y îïåðàòîð ìåæäó íîðìèðîâàííûìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè. Îïðåäåëèì ôàêòîðèçàöèîííóþ Γ2(X, Y )-íîðìó ýòîãî îïå-
ðàòîðà. Ðàññìîòðèì ôàêòîðèçàöèþ âèäà T = RS, ãäå S : X → H,R : H →
Y , è H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. ßñíî, ÷òî ∥T∥X→Y ⩽ ∥R∥H→Y ·
∥S∥X→H . Òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü ïðîèçâåäåíèé ∥R∥ · ∥S∥ è íàçûâàåòñÿ
Γ2-íîðìîé T .

Óòâåðæäåíèå. ∥T∥Γ2(X,Y ) ⩽ ∥T∥X→Y ·
√
rankT .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé òåîðåìîé Äæîíà. Îíà
ãëàñèò, ÷òî äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî òåëà K ⊂ Rn åãî ýëëèïñîèä ìàêñè-
ìàëüíîãî îáú¼ìà E (ò.å. ýëëèïñîèä E ⊂ K èìåþùèé ìàêñèìàëüíûé îáú-
¼ì) îáëàäàåò ñâîéñòâîì K ⊂ nE . Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëó÷àé öåíòðàëüíî�
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ñèììåòðè÷íîãî K, â êîòîðîì ðåçóëüòàò ñèëüíåå:

K ⊂ n1/2E .

Óäîáíî âåñòè ðàçãîâîð íà ÿçûêå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü V
ýòî n-ìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (ñ øàðîì K). Òîãäà íàéä¼ò-
ñÿ îïåðàòîð u : V → ℓn2 (ìîæíî ñ÷èòàòü u òîæäåñòâåííûì, à åâêëèäîâó
íîðìó âçÿòü ñ øàðîì E), òàêîå ÷òî

∥u∥ ⩽ n1/2, ∥u−1∥ ⩽ 1. (1)

Èòàê, ðàññìîòðèì L := ImT ⊂ Y . Ýòî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî (n =
rankT ). Âîçüì¼ì u : L → ℓn2 èç (1) è ôàêòîðèçóåì

T = u−1(uT ), ∥u−1∥ · ∥uT∥ ⩽ ∥T∥ · ∥u∥ · ∥u−1∥ ⩽ n1/2∥T∥.

Òåïåðü ïîéì¼ì, ïî÷åìó Γ2(X, Y ) ýòî îáîáùåíèå γ2(A). Äåéñòâèòåëüíî,
ïîñìîòðèì íà A êàê íà îïåðàòîð ℓn1 → ℓm∞. Ôàêòîðèçàöèÿ ýòî ïðåäñòàâëå-
íèå A â âèäå A = BC. Ïðè ýòîì, êàê ìû çíàåì, ∥C∥ℓn1→ℓ2 ýòî ìàêñèìàëü-
íàÿ åâêëèäîâà äëèíà ñòîëáöîâ C, à ∥B∥ℓ2→ℓm∞ ýòî ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà
ñòðîê B. Çíà÷èò, ôàêòîðèçàöèÿ äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå âèäà Ai,j = ⟨Bi, C

j⟩
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì îãðàíè÷åíèåì íà äëèíû, ïîýòîìó

γ2(A) = ∥A∥Γ2(ℓ1,ℓ∞).

Ñëåäñòâèå. γ2(A) ⩽
√
rankK ·max |Ai,j|.

Ïîëîæèì γ2,ε(A) := min{γ2(B) : max |Ai,j − Bi,j| ⩽ ε}. Òîãäà äëÿ ëþ-
áîé ïðèáëèæàþùåé ìàòðèöû B èìååì

γ2,ε(A) ⩽ γ2(B) ⩽
√
rankB∥B∥∞,

îòêóäà

rankε(A) ⩾
γ2,ε(A)

2

(∥A∥1→∞ + ε)2
.

Ýòà îöåíêà ïîëåçíà, ò.ê. âåëè÷èíó γ2,ε ãîðàçäî ïðîùå êîíòðîëèðîâàòü,
÷åì rankε (âûïóêëàÿ çàäà÷à).
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Íåðàâåíñòâî Ãðîòåíäèêà. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì ïîíàäîáèòñÿ

Òåîðåìà 1. (Ãðîòåíäèê) Äëÿ ëþáîé âåùåñòâåííîé ìàòðèöû M èìååì

max
{xi},{yj}∈ℓ2
|xi|,|yj |⩽1

∑
i,j

Mi,j⟨xi, yj⟩ ⩽ KG max
xi,yj∈[−1,1]

∑
i,j

Mi,jxiyj,

ãäå KG � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Çàìå÷àíèÿ. Â ëåâîé ÷àñòè áåð¼ì ìàêñèìóì ïî âåêòîðàì â ãèëüáåð-
òîâîì ïðîñòðàíñòâå, íî, îïÿòü-òàêè, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ Rm+n. Â ëå-
âîé ÷àñòè ìîæíî çàìåíèòü ìàêñèìóì ïî xi, yj ∈ [−1, 1] íà ìàêñèìóì ïî
xi, yj ∈ {−1, 1}, ïîñêîëüêó ìàêñèìóì ïî âûïóêëîìó ìíîæåñòâó (êóáó)
äîñòèãàåòñÿ â êðàéíèõ òî÷êàõ (âåðøèíàõ). ×èñëî KG íàçûâàåòñÿ êîí-
ñòàíòîé Ãðîòåíäèêà, îíî õîðîøî èçó÷åíî, KG ≈ 1.4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíîãäà óäîáíî ðåàëèçîâàòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
êàê ãàóññîâî ïðîñòðàíñòâî. Ò.å. ìû ñ÷èòàåì, ÷òî xi, yj ýòî ãàóññîâû ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ξi, ηj, à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòî Eξη. (Ôîðìàëüíî:
ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Z1, . . . , ZN

è N -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç èõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, òîãäà
⟨ξ, η⟩ = Eξη çàäà¼ò íà í¼ì ñòðóêòóðó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ; êàê óæå
áûëî ñêàçàíî, íàì äîñòàòî÷íî áðàòü xi, yj èç òàêîãî ïðîñòðàíñòâà äëÿ
N = m+ n; õîòÿ ìîæíî è N = ∞.)

Èòàê, íóæíî îöåíèòü
∑

Mi,jEξiηj, åñëè èçâåñòíî ÷òî ∥ξi∥ = (Eξ2i )
1/2 ⩽

1, ∥ηj∥ ⩽ 1. Ïóñòü Km,n ýòî ìàêñèìóì òàêèõ ñóìì ïî âñåì ìàòðèöàì M
ðàçìåðàm×n, äëÿ êîòîðûõ

∑
xi,yj∈[−1,1]Mi,jxiyj ⩽ 1. Òðåáóåòñÿ äîêàçàòü,

÷òî ÷èñëà Km,n ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû.
Âûáåðåì àáñîëþòíóþ ïîñòîÿííóþ L òàêóþ ÷òî E|ξ|21{|ξ| > L} <

1/100 äëÿ ñòàíäàðòíîé íîðìàëüíîé ξ. Ïóñòü ξL = ξ1{|ξ| ⩽ L} ýòî �ñðåç-
êà�. Òîãäà∑

Mi,jEξiηj = E
∑

Mi,jξ
L
i η

L
j +

∑
Mi,jEξ

L
i (ηj − ηLj )+

∑
Mi,jE(ξi− ξLi )ηj.

Ðàññìîòðèì ïåðâîå ñëàãàåìîå. Îíî ïîòî÷å÷íî íå ïðåâîñõîäèò L2, ïîýòî-
ìó è ìàò. îæèäàíèå ⩽ L2. Âòîðîå ñëàãàåìîå íå ïðåâîñõîäèò Km,n/100,
ïîñêîëüêó íîðìà ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ âñåãäà íå áîëüøå åäèíèöû, à âòî-
ðîãî íå áîëüøå 1/100. Àíàëîãè÷íî, òðåòüå ñëàãàåìîå íå áîëüøåKm,n/100.
Îòñþäà Km,n ⩽ L2 +Km,n/50, ÷.ò.ä.
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Íåðàâåíñòâî Ãðîòåíäèêà ïîçâîëÿåò íàéòè äâîéñòâåííóþ íîðìó

γ∗
2(A) := max

γ2(B)⩽1
⟨A,B⟩, ãäå ⟨A,B⟩ :=

∑
Ai,jBi,j.

Óñëîâèå γ2(B) ⩽ 1 ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Bi,j = ⟨xi, yj⟩ äëÿ âåêòîðîâ â
åäèíè÷íîì åâêëèäîâîì øàðå, ïîýòîìó

γ∗
2(A) := max

|xi|,|yj |⩽1

∑
Ai,jxiyj.

Â ñèëó íåðàâåíñòâà Ãðîòåíäèêà,

∥A∥∞→1 ⩽ max
|xi|,|yj |⩽1

∑
Ai,jxiyj ⩽ KG max

xi,yj∈[−1,1]

∑
Ai,jxiyj = KG∥A∥∞→1.

Îêîí÷àòåëüíî, γ∗
2(A) ≍ ∥A∥∞→1.

Îöåíêà n-÷ëåííûõ ïðèáëèæåíèé. Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå. Ïóñòü
D � ìíîæåñòâî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X (�ñëîâàðü�), x ∈ X.
Âåëè÷èíîé íàèëó÷øåãî n-÷ëåííîãî ïðèáëèæåíèÿ x ïî ñëîâàðþ D íàçû-
âàåòñÿ

σn(x,D) := inf
g1,...,gn∈D

inf
c1,...,cn∈R

∥x−
n∑

k=1

ckgk∥.

Ïðè îöåíêå n-÷ëåííûõ ïðèáëèæåíèé êëþ÷åâóþ ðîëü èãðàåòA1(D)-íîðìà.
Åäèíè÷íûé øàð â ýòîé íîðìå ýòî ïðîñòî conv(D ∪ (−D)), ò.å. îí ñî-
ñòîèò èç âåêòîðîâ, ïðåäñòàâèìûõ (ñ ëþáîé òî÷íîñòüþ) â âèäå

∑
ckgk,∑

|ck| ⩽ 1.
Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, Y ⊂ X∗ êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî, M := |Y | ⩾ 2. Ðàññìîòðèì íîðìó

∥x∥Y := max
y∈Y

|⟨x, y⟩|.

Ïóñòü ñëîâàðü D ⊂ X òàêîâ ÷òî ∥g∥Y ⩽ 1 äëÿ âñåõ g ∈ D. Òîãäà

σn(x,D)Y ⩽ Cn−1/2 log1/2(M) · ∥x∥A1(D). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∥x∥A1(D) ⩽ 1, òîãäà x ≈
∑N

k=1 ckgk, gk ∈ D,∑
|ck| ⩽ 1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò â X:{

P(ξ = gk) = |ck|,
P(ξ = 0) = 1−

∑
|ck|.
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Òîãäà Eξ = x. Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå êîïèè ξ è óñðåäíèì èõ: η =
1
n
(ξ(1) + . . . + ξ(n)). Òîãäà äëÿ ëþáîãî y ∈ Y èìååì ïî íåðàâåíñòâó Õåä-

ôèíãà:

P(|⟨η, y⟩ − ⟨x, y⟩| ⩾ λ) ⩽ 2 exp(−2(nλ)2

4n
) = 2 exp(−nλ2/2).

Ïðè nλ2 > lnM ýòà âåëè÷èíà áóäåò ìåíüøå 1/M è ñ ïîëîæèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòüþ ∥η− x∥Y ⩽ λ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî η ýòî n-÷ëåíàÿ êîì-
áèíàöèÿ ýëåìåíòîâ ñëîâàðÿ. Ïðè ýòîì λ ≍ n−1/2 log1/2M .

Ïðèìåíèì ýòî óòâåðæäåíèå â ñëåäóþùåé ñèòóàöèè. X ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî ìàòðèö, Y ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèîíàëîâ A 7→ Ai,j; ñëîâàðü D ñî-
ñòîèò èç îäíîðàíãîâûõ ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç [−1, 1]. ×òî áóäåò íîðìîé
A1(D)? Ïðîùå íàéòè äâîéñòâåííóþ íîðìó:

∥A∥A1(D)∗ = sup
∥B∥A1(D)⩽1

⟨A,B⟩ = sup
B=

∑
ckukv

t
k∑

|ck|⩽1,∥uk∥∞,∥vk∥∞⩽1

∑
ck⟨A, ukv

t
k⟩.

ßñíî, ÷òî äëÿ ïîñëåäíÿÿ ñóììà ìàêñèìèçèðóåòñÿ êîãäà ⟨A, ukv
t
k⟩ ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíî è ñîîòâåñòâóþùèé âåñ ck = 1,

∥A∥A1(D)∗ = max
∥u∥∞,∥v∥∞⩽1

⟨A, uvt⟩ = max
ui,vj∈[−1,1]

∑
Ai,juivj = ∥A∥∞→1.

Èòàê, ∥A∥A1(D)∗ = ∥A∥∞→1, ïîýòîìó ∥A∥A1(D) = ∥A∥∗∞→1 ≍ γ2(A). Èòîãî
èç (2) ïîëó÷àåì îöåíêó äëÿ ïîýëåìåíòíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìàòðèöû.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ m× n ìàòðèöà. Òîãäà

E(A,Rr)1→∞ ⩽ Cr−1/2 log1/2(mn) · γ2(A).
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