
Áëîê ëåêöèé �Îáú¼ìû âûïóêëûõ òåë�

Ëåêöèÿ 1. Ìîòèâàöèÿ

18.02.2023

Ïîâòîðåíèå. Âûïóêëûå ìíîæåñòâà òåñíî ñâÿçàíû ñ íîðìèðîâàííûìè
ïðîñòðàíñòâàìè. Ðàññìîòðèì ýòó ñâÿçü ïîäðîáíåå. Âñþäó, åñëè íå ñêàçà-
íî èíîå, ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ êîíå÷íîìåðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

� Ïóñòü K ⊂ Rn � âûïóêëîå öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîå òåëî (âû-
ïóêëîå òåëî ýòî îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ñ
íåïóñòîé âíóòðåííîñòüþ). Òîãäà K ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì øàðîì â
íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X = (Rn, ‖ · ‖); íîðìà çàäà¼òñÿ ôóíê-
öèîíàëîì Ìèíêîâñêîãî

‖x‖K := inf{λ > 0: x/λ ∈ K}.

Îáðàòíî, øàð ïî ëþáîé íîðìå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì öåíòðàëüíî�
ñèììåòðè÷íûì òåëîì.

� Ñå÷åíèå K ∩L òåëà ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì ñîîòâåòñòâóåò ïå-
ðåõîäó ê ïîäïðîñòðàíñòâó (ñ èíäóöèðîâàííîé íîðìîé).

� ÏðîñòðàíñòâàX1 èX2 èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå âçàèìíî-
îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå T : X1 → X2, ñîõðàíÿþùåå íîðìó. Íà
ÿçûêå òåë: K1 ýêâèâàëåíòíî K2, åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííûé
ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïåðåâîäÿùèé îäíî òåëî â äðóãîå: K2 = TK1.
Òàêèì îáðàçîì, øàð ýêâèâàëåíòåí ýëëèïñîèäó.

� Ïåðåõîä ê äâîéñòâåííîìó ïîäïðîñòðàíñòâó ñîîòâåòñòâóåò ïîëÿðè-
çàöèè (ñôîðìóëèðóéòå òî÷íî, ÷òî ýòî çíà÷èò!)

K◦ := {x ∈ Rn : 〈x, y〉 6 1 ∀y ∈ K}.
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Îòìåòèì, ÷òî K◦◦ = K. (Ýòî âåðíî äëÿ âñåõ âûïóêëûõ çàìêíóòûõ
K, ñîäåðæàùèõ 0.)

� ×åìó ñîîòâåòñòâóåò ïðîåêöèÿ âûïóêëîãî òåëà íà ïîäïðîñòðàíñòâî?

Îáú¼ì. Ôîðìàëüíî, îáú¼ì Vol ìíîæåñòâà K ⊂ Rn ìîæíî îïðåäåëèòü
êàê ìåðó Ëåáåãà ýòîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî, âîïðîñû èçìåðèìîñòè â âû-
ïóêëîì àíàëèçå, ïî ñóùåñòâó, íå àêòóàëüíû � âñå âûïóêëûå ìíîæåñòâà,
êîíå÷íî, èçìåðèìû, ñóòü äåëà â âû÷èñëåíèè èëè îöåíêå èõ îáú¼ìîâ. Ïî-
ýòîìó â ïðèìåíåíèè ê âûïóêëûì (è äðóãèì �ïðîñòûì� ìíîæåñòâàì) ìû
ãîâîðèì îá îáú¼ìå è ïèøåì Vol. (Îäíàêî, îáùèå òåîðåìû èç òåîðèè ìåðû
áóäóò íàì ïîëåçíû!)

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü T : Rn → Rn íåâûðîæäåííûé ëèíåéíûé îïå-
ðàòîð. Òîãäà Vol(TK) = Vol(K) · | detT |.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñòàíäàðòíûé êóá, ïîðîæä¼ííûé áà-
çèñíûìè âåêòîðàìè {e1, . . . , en}, ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëåëèïåä {Te1, . . . , T en}.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îáú¼ì ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí | detT |. Ðàçáè-
âàÿ òåëîK íà ìàëåíüêèå êóáèêè (ïðèáëèçèòåëüíî), è ñêëàäûâàÿ îáú¼ìû,
ïîëó÷èì íóæíîå óòâåðæäåíèå.

ÅñëèX � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, òî îáú¼ì íàX ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, çàôèêñèðîâàâ áàçèñ â X è îòîæäåñòâèâ X ∼= Rn. Óòâåð-
æäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îáú¼ì ñëàáî çàâèñèò îò âûáîðà áàçèñà � ëþáûå
äâà îáú¼ìà îòëèâàþòñÿ íà ìóëüòèïëèêàòèâíóþ êîíñòàíòó. Ïðîñòåéøèå
ñâîéñòâà îáú¼ìà:

� îáú¼ì íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå: Vol(K+x) = Vol(K) è ïîä äåéñòâèåì
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñ | detT | = 1;

� îáú¼ì n-îäíîðîäåí: Vol(rK) = rn Vol(K), ãäå n := dimX.

Îáú¼ì � î÷åíü óäîáíûé ôóíêöèîíàë, ïîçâîëÿþùèé â ðÿäå ñèòóàöèé
ðàáîòàòü ñî ñëîæíûìè ìíîãîìåðíûìè âûïóêëûìè ìíîæåñòâàìè, �óõâà-
òèòü� êàêèå-òî èõ ñâîéñòâà. Ìû ïðèâåä¼ì äâà âàæíûõ ïðèìåðà èñïîëü-
çîâàíèÿ îáú¼ìîâ.
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Ïðèìåð 1: ýíòðîïèÿ. Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî, K ⊂
X, ε > 0.

Îïðåäåëåíèå. ×åðåç Nε(K,X) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåð ìèíèìàëüíîé ε-
ñåòè äëÿ K â ïðîñòðàíñòâå X, ò.å. ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî N òî÷åê
x1, . . . , xN ∈ X, òàêèõ ÷òî ëþáàÿ òî÷êà èç K íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå
áîëåå ε îò îäíîé èç xi � äðóãèìè ñëîâàìè,

K ⊂
N⋃
i=1

B(xi, ε).

(B(x, r) ýòî çàìêíóòûé øàð ñ öåíòðîì â x ðàäèóñà r.)
ε-ýíòðîïèåé íàçûâàþò äâîè÷íûé ëîãàðèôì ÷èñëà Nε(K,X). Ýíòðî-

ïèÿ ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî áèò íóæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû çàêîäèðîâàòü
ýëåìåíòû K áèòîâûìè ñòðîêàìè ñ ïîãðåøíîñòüþ 6 ε.

Îïðåäåëåíèå. ×åðåç Pε(K,X) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé ε-
óïàêîâêè â K, ò.å. ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî P òî÷åê x1, . . . , xP ∈ K ñ
ïîïàðíûìè ðàññòîÿíèÿìè áîëüøå ε:

min
16i<j6P

‖xi − xj‖X > ε.

×àñòî ïèøóò ïðîñòî Pε(K), ò.ê. ýòà âåëè÷èíà íà çàâèñèò îò îáúåìëþùåãî
ïðîñòðàíñòâà, òîëüêî îò ìåòðèêè íà K.

Óòâåðæäåíèå. P2ε(K,X) 6 Nε(K,X) 6 Pε(K,X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ ε-óïàêîâêó. Îíà ÿâëÿåòñÿ
ε-ñåòüþ äëÿ K, òàê êàê èíà÷å ìîæíî áûëî áû å¼ óâåëè÷èòü. Ýòî äîêà-
çûâàåò ïðàâîå íåðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíóþ 2ε-óïàêîâêó è ïðîèçâîëüíóþ ε-ñåòü. Êàæ-
äîé òî÷êå óïàêîâêè ñîîòâåòñòâóåò áëèæàéøàÿ òî÷êà ε-ñåòè, ïðè÷¼ì ðàç-
íûì òî÷êàì óïàêîâêè � ðàçíûå òî÷êè â ñåòè (èíà÷å ðàññòîÿíèå áóäåò
6 2ε). Îòñþäà ñëåäóåò ëåâîå íåðàâåíñòâî.

Óòâåðæäåíèå.

Vol(K)

Vol(εBX)
6 Nε(K,X) 6 Pε(K,X) 6

Vol(K + ε
2
BX)

Vol( ε
2
BX)

.

(Îáîçíà÷åíèÿ: BX åñòü åäèíè÷íûé øàð X; K +L ýòî ñóììà ïî Ìèíêîâ-
ñêîìó, ò.å. ìíîæåñòâî {x+ y : x ∈ K, y ∈ L}.)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ëåâîå íåðàâåíñòâî. Åñëè K ïîêðûâàåòñÿ N
øàðàìè ðàäèóñà ε, òî ìû ìîæåì îöåíèòü åãî îáú¼ì: Vol(K) 6 N Vol(εBX).

Äîêàæåì ïðàâîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì ε/2-îêðåñòíîñòè òî÷åê ìàê-
ñèìàëüíîé ε-óïàêîâêè. Îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò â ε/2-îêðåñòíîñòè
K, ïîýòîìó îáú¼ì ýòîé îêðåñòíîñòè íå áîëüøå Pε · Vol( ε

2
BX).

Ïîêàæèòå, ÷òî â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå íåëüçÿ ââåñòè îáú-
¼ì, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü n := dimX. Òîãäà:

(1/ε)n 6 Nε(BX , X) 6 Pε(BX , X) 6 (2/ε+ 1)n.

Ïðèìåð 2: òåîðåìà Äæîíà. Íîðìà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé, åñëè îíà
èìååò âèä ‖x‖ = (〈x, 〉x)1/2, ãäå 〈·, ·〉� íåêîòîðîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íîðìà åâêëèäîâà, åñëè îíà èçîìîðôíà ñòàíäàðòíîé
åâêëèäîâîé íîðìå â Rn.

Ýëëèïñîèä â Rn ýòî øàð â íåêîòîðîé åâêëèäîâîé íîðìå íà Rn, òî åñòü
ëèíåéíûé îáðàç ñòàíäàðòíîãî øàðà: E = TBn

2 . Èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð,
ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå T = UΣV t, ìû âèäèì, ÷òî E â ïîäõîäÿùåì
îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå çàäà¼òñÿ ñòàíäàðòíûì óðàâíåíèåì

n∑
i=1

〈x, ϕi〉2

a2i
6 1.

Íàéäèòå îáú¼ì òàêîãî ýëëèïñîèäà.

Òåîðåìà 1 (Fritz John). . Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå n-ìåðíîå ïðîñòðàí-

ñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖. Òîãäà íà X ñóùåñòâóåò åâêëèäîâà íîðìà | · |, îòëè-

÷àþùàÿñÿ îò èñõîäíîé íîðìû íå áîëåå ÷åì â
√
n ðàç:

|x| 6 ‖x‖ 6 n1/2|x|, ∀x ∈ X.

Îñòàòîê ëåêöèè ïîñâÿù¼í äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû.
Îòìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü n1/2 ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó; â îáùåì

âèäå íåðàâåíñòâî èìååò âèä a|x| 6 ‖x‖ 6 b|x|, ãäå b/a = n1/2. Ìû áóäåì
äîêàçûâàòü íåðàâåíñòâî n−1/2|x| 6 ‖x‖ 6 |x|.

Ïåðåõîäÿ îò íîðì ê øàðàì, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:
åñëè K ⊂ Rn âûïóêëîå öåíòðàëüíî�ñèììåòðè÷íîå òåëî, òî ñóùåñòâóåò
ýëëèïñîèä E , òàêîé ÷òî E ⊂ K ⊂ n1/2E .
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Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû â êà÷åñòâå E âçÿòü ýëëèï-

ñîèä ìàêñèìàëüíîãî îáú¼ìà, ñîäåðæàùèéñÿ â K. Åãî íàçûâàþò ýëëèï-
ñîèäîì Äæîíà. Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ýëëèïñîèäà ñòàíäàðòíûì îáðàçîì
ñëåäóåò èç êîìïàêòíîñòè: îí çàäà¼òñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïàðàìåòðîâ, îáú-
¼ì íåïðåðûâíî îò íèõ çàâèñèò, ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ êîìïàêòíî (ïî÷å-
ìó?). (Íà ñàìîì äåëå ýëëèïñîèä Äæîíà åäèíñòâåíåí, íî ìû ýòîãî íå
äîêàçûâàåì.)

Ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî â êîíòåêñòå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ ñ÷è-
òàåì ýêâèâàëåíòíûìè òåëà K è TK, ãäå T � ëèíåéíûé îïåðàòîð. ×àñòî
äëÿ çàäàííîãî òåëà K ïîäáèðàþò T òàê, ÷òîáû TK îáëàäàë óäîáíûìè
ñâîéñòâàìè è ðàáîòàþò äàëåå ñ TK. Â íàøåì ñëó÷àå ìû âîçüì¼ì T èñõîäÿ
èç óñëîâèÿ TE = Bn

2 . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýëëèïñî-
èä Äæîíà äëÿ íàøåãî òåëà ýòî îáû÷íûé åâêëèäîâ øàð. (Ýòî íàçûâàåòñÿ
�ïîëîæåíèåì Äæîíà� äëÿ K.)

Èòàê, èçâåñòíî, ÷òî ýëëèïñîèä ìàêñèìàëüíîãî îáú¼ìà â K ýòî Bn
2 ,

íóæíî äîêàçàòü, ÷òî K ⊂ n1/2Bn
2 . Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî: ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî íàøëàñü òî÷êà x0 ∈ K, |x0| > n1/2, äîêàæåì, ÷òî øàð
ìîæíî �ñïëþùèòü� â íàïðàâëåíèè x0 òàê, ÷òîáû îí ïî-ïðåæíåìó áûë â
K, íî óâåëè÷èë ñâîé îáú¼ì.

Íàðèñóåì äâóìåðíîå ñå÷åíèåK ïëîñêîñòüþ, ñîäåðæàùåé x0 (ñì. ðèñ.).

Ñå÷åíèå K ñîäåðæèò êðóã è òî÷êó x0. ßñíî, ÷òî åñëè ïîëóîñè a > 1,
b < 1 òàêîâû, ÷òî ýëëèïñ êàñàåòñÿ òîé æå êàñàòåëüíîé, òî ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ýëëèïñîèä ëåæèò â K. Ðàñòÿãèâàÿ ýòîò ýëëèïñ è ïðèìåíÿÿ øêîëü-
íóþ ãåîìåòðèþ (Ïðîâåðüòå! Íàéäèòå t è t′ = t · a/b.), ìîæíî ïîëó÷èòü
ñîîòíîøåíèå ìåæäó a è b:

a2 = |x0|2(1− b2) + b2.

Âûáåðåì b2 = 1 − ε ñ ìàëûì ε. Òîãäà a2 = 1 + (|x0|2 − 1)ε. Ïðè �ñïëþ-
ùèâàíèè� ïîëó÷èì îáú¼ì abn−1 Vol(Bn

2 ). Îí áîëüøå åäèíèöû ïðè ìàëûõ
ε > 0, òàê êàê

a2(b2)n−1 = 1 + (|x0|2 − n)ε+O(ε2).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
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Ðèñ. 1: Äâóìåðíîå ñå÷åíèå K
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