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Íà÷í¼ì ñ î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà: VolnK =
∫
Rn 1K(x) dx, ãäå 1K ýòî õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ K. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èíòåãðàë îïðåäåëÿåòñÿ
ïî ìåðå è ìåðà ÿâëÿåòñÿ áîëåå áàçîâûì ïîíÿòèåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èí-
òåãðàë îáëàäàåò ðÿäîì óäîáíûõ ñâîéñòâ (íàïðèìåð, ëèíåéíîñòü) è îáú¼-
ìû âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ ðàçëè÷íûõ
ïîäõîäÿùèõ ôóíêöèé (íå îáÿçàòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ). Ìû óâèäèì
ïðèìåðû ýòîãî.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîëåçíûå ôàêòû èç òåîðèè ìåðû, êîòîðûå íàì
ïðèãîäÿòñÿ.

Òåîðåìà Ôóáèíè. Ïóñòü f : Rn → R, ðàçäåëèì êîîðäèíàòû x1, . . . , xn
íà äâå ãðóïïû:

x′ = (x1, . . . , xk), x′′ = (xk+1, . . . , xn).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç fx′ îãðàíè÷åíèå ôóíêöèè f íà ìíîæåñòâî êîîðäèíàò ñ
ôèêñèðîâàííûì x′, ò.å. fx′(x

′′) := f(x′, x′′).
Òåîðåìà. Åñëè

∫
Rn |f | <∞, òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x′ ôóíêöèÿ fx′ ñóììè-

ðóåìà è ∫
Rn

f(x)dx =

∫
Rk

(∫
Rn−k

fx′(x
′′) dx′′

)
dx′.

Ñëåäñòâèå. Îáîçíà÷èì Kx′ := {x′′ : (x′, x′′) ∈ K}, ò.å. ýòî ñå÷åíèå
òåëà K. Òîãäà

Voln(K) =

∫
Rk

Voln−k(Kx′) dx
′.
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Ñëåäñòâèå. Åñëè ó äâóõ òåë ñîâïàäàþò îáú¼ìû ñå÷åíèé: Voln−k(Kx′) =
Voln−k(Lx′) äëÿ âñåõ x′, òî è ñàìè îáú¼ìû ðàâíû: VolnK = Voln L.

Òåîðåìà Ôóáèíè äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Çàìåíà ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå. Ìû ïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûå îòîá-
ðàæåíèÿ ìåíÿþò îáú¼ì â ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî ðàç: VolTK = VolK ·
| detT |. Ïðèâåä¼ì îáîáùåíèå ýòîé ôîðìóëû.

Òåîðåìà. Åñëè U ⊂ Rn îòêðûòîå ìíîæåñòâî, îòîáðàæåíèå F : U →
Rn èíúåêòèâíî è C1-ãëàäêî, òî äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ U
è áîðåëåâñêîé ôóíêöèè g ∈ L1(Rn) èìååì∫

F (A)

g(x) dx =

∫
A

g(F (u))| detF ′(u)| du.

Â ÷àñòíîñòè,

VolF (A) =

∫
A

| detF ′(u)| du.

Ïðèâåä¼ì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà äëÿ îáú¼ìîâ. Ñíà÷àëà ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñëó÷àé, êîãäà A � êóá. Åãî ìîæíî ðàçáèòü íà ìàëåíüêèå êóáèêè Ai.
Òîãäà VolF (Ai) ≈ VolA · | detF ′(xi)|, xi ∈ Ai. Ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷èì
èíòåãðàëüíóþ ñóììó äëÿ èíòåãðàëà îò | detF ′|. Äàëåå íóæíî ïåðåéòè ê
ïðåäåëó. (Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â êíèãå Áîãà÷¼âà
�Òåîðèÿ ìåðû�, 1-é òîì, �3.7.)

Èíòåãðàë íà ñôåðå. Òåîðèÿ ìåðû õîðîøî ðàçâèòà â Rn. Ñ ïîâåðõ-
íîñòÿìè äåëî îáñòîèò ñëîæíåå. Åñòü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îïðåäåëåíèþ
ìåðû (è èíòåãðàëà) íà ñëîæíûõ ìíîæåñòâàõ òèïà ïîâåðõíîñòåé.

1. Ìåðà Õàóñäîðôà. Ïóñòü A � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî (â Rn èëè ïðî-
èçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå). Çàôèêñèðóåì d > 0 è ïîëîæèì

Hd
δ (A) := inf{

∞∑
i=1

(diamCi)
d : A ⊂ ∪∞i=1Ci, diamCi 6 δ},

Hd(A) := lim
δ→0

Hd
δ (A).

Èíòóèöèÿ òóò ñëåäóþùàÿ: åñëè ìû õîòèì èçìåðèòü äëèíó êðèâîé, òî
âûáèðàåì d = 1, ïîêðûâàåì êðèâóþ N êðóãàìè äèàìåòðà δ è âû÷èñëÿåì
N · δ; äàëåå ñòðåìèì δ → 0. Åñëè ìû èçìåðÿåì ïëîùàäü ôèãóðû, òî òàê
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æå ïîêðûâàåì å¼ êðóãàìè, íî ñìîòðèì íà âåëè÷èíó Nδ2, ò.å. d = 2. Äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà åñòü òàêîå d, ÷òî Hd+ε(A) = 0 ∀ε > 0 è Hd−ε(A) =
∞ ∀ε > 0. Ýòî, �ïðàâèëüíîå� d íàçûâàåòñÿ �ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà�
ìíîæåñòâà A, à âåëè÷èíà Hd(A) � d-ìåðíîé ìåðîé Õàóñäîðôà A.

Ïëþñû ýòîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî îí âåñüìà îáùèé. Ìåðà Õàóñäîð-
ôà íå ÿâëÿåòñÿ ìåðîé â îáû÷íîì ñìûñëå, îíà íå ñèãìà-àääèòèâíà (òàê
êàê îïðåäåëåíà äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ) è ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íûå çíà÷å-
íèÿ. Îäíàêî, ñêàæåì, íà êëàññå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â Rn ìåðà Hd

ñèãìà-àääèòèâíà. Íà êëàññå áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ ñôåðû Sn−1 ìåðà
Hn−1 ñòàíîâèòñÿ ïîëíîöåííîé ìåðîé. Îòìåòèì, ÷òî (n− 1)-ìåðíàÿ ìåðà
Õàóñäîðôà ñôåðû íå ðàâíà å¼ ïëîùàäè â îáû÷íîì ïîíèìàíèè (äðóãàÿ
íîðìèðîâêà).

2. Ìåðà Õààðà. Åñëè G � ãðóïïà, òî âîçíèêàåò ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîé
ìåðû: òàêîé, ÷òî µ(A) = µ(gA) äëÿ ëþáîãî g ∈ G è A ⊂ G. Íà ëþáîé
ëîêàëüíî�êîìïàêòíîé ãðóïïå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ) òàêàÿ èíâàðèàíòíàÿ ìåðà. Ýòà ìåðà íàçûâàåòñÿ ìåðîé Õà-

àðà. Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè òàêèõ ãðóïï ÿâëÿþòñÿ ìàòðè÷íûå ãðóïïû
O(n), SL(n) è ò.ï.

Åñëè G äåéñòâóåò íà X (íàïðèìåð, ãðóïïà âðàùåíèé O(n) äåéñòâó-
åò íà ñôåðó Sn−1), òî ìîæíî ïåðåíåñòè íà X èíâàðèàíòíóþ ìåðó ñ G.
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíî x0 ∈ X è ïîëîæèì

µX(A) := µG({g : gx0 ∈ A}).

Îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà x0. (Äîêàæèòå! Ïðîâåðüòå, ÷òî µX èí-
âàðèàíòíà.) Òàê ìû ïîëó÷èì íà ñôåðå ìåðó, èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî
âðàùåíèé.

Ìèíóñ ýòîãî ïîäõîäà â òîì, ÷òî îí ðàáîòàåò òîëüêî äëÿ ìíîæåñòâ ñ
áîãàòîé ñòðóêòóðîé.

3. C1-ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ è èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ
ôîðì. Äëÿ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M ⊂ Rn, ò.å. ëîêàëüíî ïðåäñòàâèìûõ
â âèäå îáðàçà Rk ⊃ U → Rn, îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëû îò äèôôåðåíöè-
àëüíûõ ôîðì, è ïëîùàäü êàê èíòåãðàë îò ôîðìû îáú¼ìà. Ïî ñóòè, ìû
ïðèáëèæàåì ìíîãîîáðàçèå êóñî÷êàìè èç êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Äëÿ ñôåðû ðàáîòàþò âñå òðè ïîäõîäà! Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü èõ
ýêâèâàëåíòíîñòü.

Íà ñàìîé ñôåðå óäîáíî áóäåò èñïîëüçîâàòü íîðìèðîâàííóþ (âåðîÿò-
íîñòíóþ) ìåðó. Èòàê, íà ñôåðå Sn−1 îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñò-
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íàÿ èíâàðèàíòíàÿ îòíîñèòåëüíî âðàùåíèé ìåðà σ, ò.å.

σ(Sn−1) = 1, σ(UA) = σ(A) äëÿ U ∈ O(n), A ⊂ Sn−1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, σ ýòî ðàñïðåäåëåíèå �ðàâíîìåðíîé ñëó÷àéíîé òî÷êè
íà ñôåðå�.

Ïëîùàäü ñôåðû ìû âû÷èñëèì ÷óòü ïîçæå.

Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè. Íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå
ôóíêöèè.

Ãàììà-ôóíêöèÿ Γ(α) =
∫∞
0
tα−1e−t dt. Íàïîìíèì ñâîéñòâà Γ:

� Γ(α) îïðåäåëåíà ïðè α > 0 (íå òîëüêî; íî äðóãèå çíà÷åíèÿ íàì ïîêà
íå ïîíàäîáÿòñÿ) è ïîëîæèòåëüíà;

� Γ(α + 1) = αΓ(α); òåì ñàìûì, Γ(n + 1) = n! äëÿ íàòóðàëüíûõ n;
(Âû÷èñëèòå Γ(n+ 1/2).)

� Γ(α)Γ(1− α) = π/ sin(πα); ñëåäîâàòåëüíî, Γ(1/2) =
√
π.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòèêîé äëÿ ãàììà-ôóíêöèè (ôîðìóëà
Ñòèðëèíãà):

Γ(α + 1) =
√

2πα(α/e)α(1 + o(1)), α→∞.

Áåòà-ôóíêöèÿ B(α, β) =
∫ 1

0
xα−1(1− x)β−1 dx. Îïðåäåëåíà ïðè α, β >

0 è âåðíà ôîðìóëà

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
.

Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ îáú¼ìà. Íàïîìíèì, ÷òî `np , 1 6 p 6 ∞, ýòî
ïðîñòðàíñòâî Rn ñ íîðìîé

‖x‖p := (
n∑
k=1

|xk|p)1/p, 1 6 p <∞,

è ‖x‖∞ := max |xk|.
×åðåç Bn

p îáîçíà÷àåì åäèíè÷íûé øàð `np .
×åðåç |x| îáîçíà÷àåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà (p = 2).
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Êóá. Ïðè p =∞ ïîëó÷àåì êóá Bn
∞ ñ ðåáðîì 2. Î÷åâèäíî, Vol(Bn

∞) =
2n.

Êîíóñ CK íàä ìíîæåñòâîìK ýòî ìíîæåñòâî âèäà conv{x◦, K}. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî K ëåæèò â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè, à x◦ â íåé íå ëå-
æèò.

Äîêàæåì, ÷òî Voln(CK) = h
n

Voln−1(K), ãäå h � âûñîòà êîíóñà, ò.å.
ðàññòîÿíèå îò x◦ äî ãèïåðïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåéK. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
K ⊂ {x : xn = 0}, x◦ = (0, h). Òîãäà ïî òåîðåìå Ôóáèíè

VolnK =

∫
0h

Voln−1(CK ∩ {xn = t}) dt.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî CK ∩{xn = t} ïîäîáíî ìíîæåñòâó K ñ êîýôôèöè-
åíòîì (h− t)/h, îòñþäà

VolnCK = Voln−1K ·
∫ h

0

((h− t)/h)n−1 dt =

Voln−1K ·
∫ h

0

(t/h)n−1 dt = (h/n) Voln−1K.

Ïëîùàäü îêòàýäðà.

Îêòàýäð Bn
1 = {x :

∑
|xk| 6 1} ðàçáèâàåòñÿ íà 2n îäèíàêîâûõ ÷àñòåé,

îäíà èç êîòîðûõ � {x : xk > 0,
∑
xk 6 1}. Íàéä¼ì îáú¼ì îäíîé ýòîé

÷àñòè. Çàìåòèì, ÷òî ýòî êîíóñ íàä àíàëîãè÷íûì (n− 1)-ìåðíûì ìíîæå-
ñòâîì. Ïî èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî åãî îáú¼ì ðàâåí 1/n!. Ñëåäîâàòåëüíî,
Vol(Bn

1 ) = 2n/n!.
Ïëîùàäü ñôåðû.

Ðàçîáü¼ì ñôåðó íà ìàëûå ÷àñòè Si. Âîçüì¼ì â Si òî÷êó xi è ñïðîåê-
òèðóåì Si íà ãèïåðïëîñêîñòü, êàñàòåëüíóþ ê ñôåðå â òî÷êå xi; ïîëó÷èì
îáëàñòè S̃i. Â ñèëó ãëàäêîñòè ñôåðû, area(Si) = area(S̃i)(1 + o(1)) (ïðè

max diamSi → 0). Ïðè ýòîì, îáú¼ì êîíóñà íàä S̃i ñ öåíòðîì â íóëå ðàâåí

VolCS̃i = 1
n

area S̃i. Îòñþäà

(1 + o(1)) VolBn
2 =

∑
VolCS̃i =

1

n

∑
area S̃i =

1 + o(1)

n

∑
areaSi =

1 + o(1)

n
area(Sn−1).

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè max diamSi → 0, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî area(Sn−1) =
nVol(Bn

2 ).
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Ñôåðè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå vn := Vol(Bn
2 ). Èòàê,

area(Sn−1) = nvn.
Ïóñòü f : Rn → R � �õîðîøàÿ� ôóíêöèÿ (ñêàæåì, íåïðåðûâíàÿ è

äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ). Ìîæíî �íàðåçàòü� èíòåãðàë
ïî ïðîñòðàíñòâó íà ñôåðè÷åñêèå ñëîè. Ïðèâåä¼ì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà
ñëåäóþùåé ôîðìóëû:∫

Rn

f(x) dx = nvn

∫ ∞
0

rn−1
{∫

Sn−1

f(rθ) dσ(θ)

}
dr. (1)

×òî çäåñü íàïèñàíî? Èíòåãðàë∫
Sn−1

f(rθ) dσ(θ)

ýòî �ñðåäíåå çíà÷åíèå� ôóíêöèè f íà ñôåðå ðàäèóñà r. À ìíîæèòåëü
nvnr

n−1 ýòî ïëîùàäü ñôåðè÷åñêîãî ñëîÿ ðàäèóñà r.
Èòàê, åñëè âçÿòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé R è ðàçáèòü [0, R] íà ìàëûå

îòðåçêè [ri, ri+1], òî èíòåãðàë ïî ñëîþ Bri,ri+1
= {x : ri 6 |x| 6 ri+1} ðàâåí∫

ri6|x|6ri+1

f(x) dx ≈ Vol(Bri,ri+1
) ·
∫
Sr−1

f(riθ) dσ(θ) =

(rni+1 − rni )vn

∫
Sr−1

f(riθ) dσ(θ).

Îáîçíà÷èì ∆i = ri+1−ri. Èìååì rni+1−rni = rni ((1+∆i/ri)
n−1) ≈ nrn−1i ∆i.

Ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì∫
|x|6R

f(x) dx ≈ nvn
∑

rn−1i ∆i

∫
Sr−1

f(riθ) dσ(θ).

Çäåñü ìû âèäèì èíòåãðàëüíóþ ñóììó äëÿ èíòåãðàëà (1). Îñòà¼òñÿ ïå-
ðåéòè ê ïðåäåëó ïðè max ∆i → 0 è R→∞.

Îáú¼ì øàðà. Íàéä¼ì òåïåðü vn. Ïðèìåíèì òåïåðü (1) äëÿ f(x) =
exp(−|x|2). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå

∏n
k=1 exp(−x2k),

òî ïî òåîðåìå Ôóáèíè (ïðîâåðüòå!) èìååì
∫
Rn f(x) dx =

∏n
k=1(

∫
R exp(−x2k) dx) =

(
√

2π)n.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ôèêñèðîâàííîì r íà ñôåðå ðàäèóñà r ôóíê-
öèÿ ïîñòîÿííà, ïîýòîìó è å¼ ñðåäíåå ðàâíî exp(−r2). Â ïðàâîé ÷àñòè (1)
ïîëó÷àåì èíòåãðàë

nvn

∫ ∞
0

rn−1 exp(−r2) dr.

Äåëàÿ çàìåíó r2 = u è ñâîäÿ èíòåãðàë ê ãàììà-ôóíêöèè, îêîí÷àòåëüíî
íàéä¼ì

vn =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòèðëèíãà, íàéä¼ì ðàäèóñ Rn øàðà åäèíè÷íîãî
îáú¼ìà. Èìååì vnR

n
n = 1,

Rn = v−1/nn ∼
√

n

2πe
.
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