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1 Íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî

Ïåðâàÿ ÷àñòü ñëåäóåò ëåêöèè �5 Áîëëà, ñì. [1].
Ïóñòü K � âûïóêëîå òåëî íà ïëîñêîñòè. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

ôóíêöèÿ f(x) := Vol1(Kx), ãäå Kx ýòî ñå÷åíèå K ïðÿìîé {(x, y) : y ∈ R},
ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé: f((1−λ)x1+λx2) > (1−λ)f(x1)+λf(x2). (Äîêàæèòå
ýòî íåïîñðåäñòâåííî.).

Â òð¼õìåðíîì ñëó÷àå ýòî óæå íå òàê. Ðàññìîòðèì, ñêàæåì, êîíóñ ñ
îñüþ, ïàðàëëåëüíîé Ox. Òîãäà ôóíêöèÿ Vol2(Kx) êâàäðàòè÷íà è íå ÿâ-
ëÿåòñÿ âîãíóòîé! Îäíàêî,

√
Vol2(Kx) ëèíåéíà (è âîãíóòà). Îêàçûâàåòñÿ,

âîãíóòîñòü èìååò ìåñòî â ñëåäóþùåì âèäå:

Òåîðåìà 1 (Brunn). Ïóñòü K ⊂ Rn âûïóêëîå òåëî, òîãäà ôóíêöèÿ

x 7→ Voln−1(Kx)
1

n−1 âîãíóòà.

Ñëåäñòâèå: åñëè K öåíòðàëüíî�ñèììåòðè÷íî (îòíîñèòåëüíî íóëÿ),
òî ñðåäè âñåõ ñå÷åíèéK ãèïåðïëîñêîñòÿìè, ïàðàëëåëüíûìè äàííîé, ìàê-
ñèìàëüíûé îáú¼ì èìååò ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç íîëü. Â òîì ÷èñëå,
ñå÷åíèå ìàêñèìàëüíîãî îáú¼ìà ñîäåðæèò íîëü. Âåðíî ëè ýòî äëÿ ñå÷åíèé
ìåíüøåé, ÷åì n− 1, ðàçìåðíîñòè?

Ïîïðîáóåì äîêàçàòü òåîðåìó Áðóííà. Ðàññìîòðèì òðè ñå÷åíèÿ: Kt,
Ks, Kr, ãäå t = (1 − λ)s + λr, λ ∈ (0, 1). Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

Vol(Kt)
1

n−1 > (1 − λ)Vol(Ks)
1

n−1 + λVol(Kr)
1

n−1 . ×òî ìû çíàåì ïðî ýòè
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òðè ìíîæåñòâà? Â ñèëó âûïóêëîñòè K, èìååì1 Kt ⊃ (1 − λ)Ks + λKr

(ïðîâåðüòå!). Íà ñàìîì äåëå, áîëüøå íè÷åãî óòâåðæäàòü è íåëüçÿ. Äå-

ëî ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó: Vol((1 − λ)K + λL)
1

n−1 > (1 −
λ)Vol(K)

1
n−1 + λVol(L)

1
n−1 .

Îêàçûâàåòñÿ, íóæíîå íàì íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è â áîëåå îáùåì
ñëó÷àå. Ñôîðìóëèðóåì åãî äëÿ Rn âìåñòî Rn−1.

Òåîðåìà 2 (Íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî(�Ëþñòåðíèêà)). Ïóñòü

K,L ⊂ Rn íåïóñòûå êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà, λ ∈ (0, 1). Òîãäà

Vol((1− λ)K + λL)
1
n > (1− λ)Vol(K)

1
n + λVol(L)

1
n . (1)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ Voln(·)1/n âîãíóòà ïî îòíîøåíèþ ê ñëîæå-
íèþ Ìèíêîâñêîãî. Ïîñêîëüêó ýòà ôóíêöèÿ îäíîðîäíà, ò.å. Vol(λK)1/n =
λVol(K)1/n, íåðàâåíñòâî (1) ðàâíîñèëüíî

Vol(K + L)
1
n > Vol(K)

1
n +Vol(L)

1
n . (2)

Â ñèëó íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåî-
ìåòðè÷åñêèì, (1−λ)u+λv > u1−λvλ. Ïîýòîìó èç (1) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôîðìå:

Vol((1− λ)K + λL) > Vol(K)(1−λ) Vol(L)λ. (3)

Çäåñü íåò çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè n è ìîæíî íå òðåáîâàòü íåïóñòîòó
K,L. Ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ôóíêöèÿ log Vol(·) âîãíóòà.

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè (3) ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ K, L, λ, òî
ñïðàâåäëèâî è íåðàâåíñòâî â àääèòèâíîé ôîðìå (1), (2).

Ïðèìåíÿòü íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî èíîãäà óäîáíåå â ìóëü-
òèïëèêàòèâíîé ôîðìå, èíîãäà � â àääèòèâíîé (ìû óâèäèì ðàçíûå ïðè-
ìåðû).

Óäîáíåå äîêàçûâàòü (3) äëÿ ôóíêöèé, à íå ìíîæåñòâ. Ïóñòü m(x) =
1(1− λ)K + λL(x), f(x) = 1K(x), g(x) = 1L(x) � ñîîòâåòñòâóþùèå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè. Çàìåòèì, ÷òî îíè ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîìm((1−
λ)x+ λy) > f(x)1−λg(x)λ. Ýòî è áóäåò óñëîâèåì íà ôóíêöèè.

Òåîðåìà 3 (Prekopa�Leindler). Ïóñòü m, f, g : Rn → R íåîòðèöàòåëü-

íû, èçìåðèìû, λ ∈ (0, 1) è âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

m((1− λ)x+ λy) > f(x)1−λg(y)λ, ∀x, y ∈ Rn. (∗)

Òîãäà
∫
m > (

∫
f)1−λ(

∫
g)λ.

1Íàïîìèì, ÷òî K + L îáîçíà÷àåò ñóììó ïî Ìèíêîâñêîìó, {x+ y : x ∈ K, y ∈ L}.
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ßñíî, ÷òî òåîðåìà Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî (à ñ íåé è ò.Áðóííà) âûòåêà-
þò èç ïîñëåäíåé òåîðåìû. Äîêàæåì å¼.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî n. Ïðè n = 1 ñíà÷àëà äîêàæåì íåïî-
ñðåäñòâåííî íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî: Vol((1 − λ)A + λB) >
(1− λ)Vol1(A) + λVol1(B) äëÿ íåïóñòûõ A, B. Ìíîæåñòâà A è B ìîæíî
ñäâèãàòü, äëèíû îò ýòîãî íå ìåíÿþòñÿ. Ñäâèíåì èõ òàê, ÷òî maxA = 0
è minB = 0. Òîãäà (1 − λ)A + λB ñîäåðæèò äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ (ïî-
÷òè) ìíîæåñòâà (1 − λ)A è λB è ïîýòîìó åãî ìåðà íå ìåíüøå ñóììû
èõ ìåð. Ïåðåéä¼ì ê ôóíêöèÿì. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f è g ñóùåñòâåííî
îãðàíè÷åíû (Ïî÷åìó?). Íîðìèðóåì: sup f = sup g = 1. Ìû èìååì∫

m =

∫ ∞
0

µ{m > t} dt >
∫ 1

0

{m > t}dt.

Çàìåòèì, ÷òî {m > t} ⊃ (1 − λ){f > t} + λ{g > t} â ñèëó ïðåäïîëîæå-
íèÿ (*) è îáà ìíîæåñòâà ñïðàâà íåïóñòû ïðè t ∈ (0, 1). Ïðèìåíèì óæå
äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî äëÿ ìåð ìíîæåñòâ è ïåðåéä¼ì ê èíòåãðàëàì:∫

m >
∫ 1

0

{m > t}dt > (1− λ)
∫ 1

0

µ{f > t} dt+ λ

∫ 1

0

µ{g > t} dt =

= (1− λ)
∫
f + λ

∫
g > (

∫
f)1−λ + (

∫
g)λ.

Áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.
Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä n − 1 7→ n. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè îäíîé ïåðå-

ìåííîé

M(x1) :=

∫
f(x1, x2, . . . , xn) dx2 . . . dxn

è àíàëîãè÷íî F , G. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ M,F,G âûïîëíåíî óñëîâèå (*) è
òîãäà èç äîêàçàííîãî îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ ìû ïîëó÷èì∫

m =

∫
M > (

∫
F )1−λ(

∫
G)λ = (

∫
f)1−λ(

∫
g)λ.

×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå (*) äëÿ M,F,G? Çàôèêñèðóåì r = (1−
λ)s+λt è ïðîâåðèì, ÷òîM(r) > F (s)1−λG(t)λ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôóíêöèé
(n−1)-é ïåðåìåííîém(r, x2, . . . , xn), f(s, x2, . . . , xn) è g(t, x2, . . . , xn) óñëî-
âèå (*) ñëåäóåò èç (*) äëÿ èñõîäíûõm, f, g. Ïîýòîìó äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåãðàëàìè. À ýòî è åñòü (*) äëÿ M,F,G.
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Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî ñâîéñòâà èíòåãðàëà
Ëåáåãà, íåðàâåíñòâî Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî âåðíî â áîëåå îáùåì ñëó÷àå,
à èìåííî, äëÿ ëþáûõ èçìåðèìûõ (ïî Ëåáåãó) K è L, òàêèõ ÷òî (1 −
λ)K+λL òîæå èçìåðèìî (ïîñëåäíåå óñëîâèå ñóùåñòâåííî � åñòü ïðèìåðû
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, ñóììà êîòîðûõ íå èçìåðèìà).

2 Ñëåäñòâèÿ

Ïðèâåä¼ì äâà ñëåäñòâèÿ äîêàçàííîãî íåðàâåíñòâà.
1. Çàôèêñèðóåì ÷èñëà v, δ > 0 è ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå òåëà K

(êîìïàêòíûå, íî íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëûå) îáú¼ìà Vol(K) = v. Äëÿ êà-
êîãî K îáú¼ì δ-îêðåñòíîñòè K ìèíèìàëåí?

δ-îêðåñòíîñòü ýòî ïðîñòî K + δBn
2 . Ïóñòü v = Vol(K) = Vol(rBn

2 ),
òîãäà ïî íåðàâåíñòâó Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî èìååì

Vol(K + δBn
2 )

1/n > Vol(K)1/n + δVol(Bn
2 )

1/n = (r + δ)Vol(Bn
2 )

1/n.

ßñíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà K ýòî øàð rBn
2 , äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî. Òàêèì

îáðàçîì, ïðè ôèêñèðîâàííîì îáú¼ìå K îáú¼ì δ-îêðåñòíîñòè ìèíèìàëåí

â ñëó÷àå øàðà.
2. Òåîðåìà Áîðåëëà. Ïóñòü K� âûïóêëîå òåëî â Rn åäèíè÷íîãî îáú-

¼ìà; A � âûïóêëîå çàìêíóòîå è ñèììåòðè÷íîå ìíîæåñòâî, òàêîå ÷òî
Vol(K ∩ A) = β > 1/2. Òîãäà äëÿ ëþáîãî t > 1 èìååì

Vol(K ∩ tA) > 1− β((1− β)/β)
t+1
2 .

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè íàì óäàëîñü �ïîéìàòü� áîëüøå ïîëîâèíû îáú¼ìà
ìíîæåñòâîì A (íàïðèìåð, ïîëîñîé |〈x, u〉 6 1), òî ïî÷òè âåñü îáú¼ì áóäåò
íàõîäèòüñÿ â �ðàçäóòèè� A (íàïðèìåð, |〈x, u〉 6 t).

Äîêàçàòåëüñòâî. ×åðåç Ac îáîçíà÷àåì äîïîëíåíèå, ò.å., Rn \ A. Äîêà-
æåì, ÷òî

Ac ⊃ 2

t+ 1
(tA)c +

t− 1

t+ 1
A.

Îò ïðîòèâíîãî: åñëè íàø¼ëñÿ a ∈ A âèäà a = 2
t+1
y + t−1

t+1
a1, ãäå y 6∈ tA,

a1 ∈ A, òî òîãäà
1

t
y =

t+ 1

2t
a+

t− 1

2t
(−a1) ∈ A
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â ñèëó âûïóêëîñòè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Ïîñêîëüêó K âûïóê-
ëî, òî

Ac ∩K ⊃ 2

t+ 1
((tA)c ∩K) +

t− 1

t+ 1
(A ∩K).

Èç íåðàâåíñòâà Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî:

1−β = Vol(Ac∩K) > Vol((tA)c∩K)
2

t+1 Vol(A∩K)
t−1
t+1 = Vol((tA)c∩K)

2
t+1β

t−1
t+1 .

Îòñþäà âñ¼ ñëåäóåò.
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