
Áëîê ëåêöèé �Îáú¼ìû âûïóêëûõ òåë�

Ëåêöèÿ 4. Ñìåøàííûå îáú¼ìû

18.03.2023

Ðàññìîòðèì t-îêðåñòíîñòü òðåóãîëüíèêà è å¼ ïëîùàäü. Âèäíî, ÷òî îíà
ñêëàäûâàåòñÿ èç ñàìîãî òðåóãîëüíèêà, òð¼õ ïðÿìîóãîëüíèêîâ øèðèíû t
è òð¼õ êðóãîâûõ ñåêòîðîâ (ñóììàðíûé óãîë 6π − 6 · π

2
− π = 2π), îòêóäà

Vol2(∆ + tB2
2) = Vol2(∆) + tP (∆) + πt2.

(P � ïåðèìåòð.)
Îêàçûâàåòñÿ, ýòî ðàâåíñòâî îáîáùàåòñÿ íà ïðîèçâîëüíûå âûïóêëûå

òåëà è ïðîèçâîëüíûå ðàçìåðíîñòè. Äëÿ îáîñíîâàíèÿ ýòîãî ìû áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü âåñüìà îáùåå ïîíÿòèå � ñìåøàííûé îáú¼ì V (K1, . . . , Kn).

Òåîðåìà 1 (Ìèíêîâñêèé). Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ôóíêöèÿ V (K1, . . . , Kn),
àðãóìåíòû êîòîðîé � íåïóñòûå âûïóêëûå êîìïàêòû K1, . . . , Kn ⊂ Rn,
ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. íà äèàãîíàëè ýòî ïðîñòî îáú¼ì: V (K,K, . . . ,K) = Voln(K)

2. ñèììåòðè÷íîñòü: V (Kσ1 , . . . , Kσn) = V (K1, . . . , Kn)

3. àääèòèâíîñòü è ïîëîæèòåëüíàÿ îäíîðîäíîñòü: äëÿ α, β > 0

V (αK + βL,K2, . . . , Kn) = αV (K,K2, . . . , Kn) + βV (L,K2, . . . , Kn)

4. íåîòðèöàòåëüíîñòü: V > 0, è ìîíîòîííîñòü: åñëè K ⊂ L, òî
V (K,K2, . . . , Kn) 6 V (L,K2, . . . , Kn)

5. èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãà: V (K1 + x1, . . . , Kn + xn) =
V (K1, . . . , Kn)
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6. íåïðåðûâíîñòü: åñëèKj
1 → K1, . . . , K

j
n → Kn (j →∞), òî V (Kj

1 , . . . , K
j
n)→

V (K1, . . . , Kn)

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî òðåáóåò ïîÿñíåíèÿ. Èìååòñÿ â âèäó íåïðåðûâ-
íîñòü ïî ìåòðèêå Õàóñäîðôà. Îíà îïðåäåíà ìåæäó íåïóñòûìè êîìïàêò-
íûìè ïîäìíîæåñòâàìè ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà:

d(A,B) = max{max
a∈A

d(a,B),max
b∈B

d(b, A)},

ãäå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà ýòî d(x,M) := infy∈M d(x, y).

Ñëåäñòâèÿ. Äëÿ ëþáûõ K1, . . . , Km (êîëè÷åñòâî óæå ìîæåò íå ñîâïà-
äàòü ñ ðàçìåðíîñòüþ) è ëþáûõ t1, . . . , tm > 0 èìååì

Vol(t1K1 + . . .+ tmKm) = V (
m∑
i=1

tiKi, . . . ,
m∑
i=1

tiKi) =

m∑
i1=1

· · ·
m∑

in=1

ti1ti2 . . . tinV (Ki1 , . . . , Kin). (1)

Ò.å. ýòîò îáú¼ì � îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n. Çàìåòèì, ÷òî ìíîãèå
ñëàãàåìûå â í¼ì ïîâòîðÿþòñÿ. Íàïðèìåð, íà ïëîñêîñòè:

Vol(t1K1+t2K2) = t21V (K1, K1)+t1t2V (K1, K2)+t2t1V (K2, K1)+t
2
2V (K2, K2) =

t21 Vol(K1) + 2t1t2 Vol(K1, K2) + t22 Vol(K2).

Îòñþäà ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó ñìåøàííîãî îáú¼ìà íà ïëîñêîñòè.
Èç ôîðìóëû (1) ñëåäóåò, ÷òî Vol(K+ tBn

2 ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòå-
ïåíè n:

Vol(K + tBn
2 ) =

n∑
i=0

(
n

i

)
tiV (K,K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸

(n−i)

, Bn
2 , . . . , B

n
2︸ ︷︷ ︸

i

).

Ýòî íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Øòåéíåðà. Îíà îáîáùàåò ôîðìóëó äëÿ òðå-
óãîëüíèêà, ñ êîòîðîé ìû íà÷àëè.

Äëÿ ëþáîãî âûïóêëîãî òåëà K ìîæíî îïðåäåëèòü ïëîùàòü ïîâåðõ-
íîñòè ôîðìóëîé

S(K) := lim
t→0

Vol(K + tBn
2 )− Vol(K)

t
.
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Ïðåäåë, î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò è ðàâåí nV (K,Bn
2 , . . . , B

n
2 ). Ïðîâåðüòå, ÷òî

ïîëó÷àåòñÿ ïðèâû÷íàÿ ôîðìóëà S(Bn
2 ) = nVol(Bn

2 ). Äëÿ �õîðîøèõ� òåë
(ñêàæåì, âûïóêëûõ èëè ñ êóñî÷íî�ãëàäêîé ãðàíèöåé) òàêèì îáðàçîì
îïðåäåë¼ííàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñîâïàäàåò ñ äðóãèìè îïðåäåëåíèÿ-
ìè.

Èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî: ñðåäè âñåõ òåë K ñ ôèêñèðîâàí-
íûì îáú¼ìîì ìèíèìàëüíàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ó øàðà. Äåéñòâèòåëü-
íî, èç íåðàâåíñòâà Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî ìû çíàåì, ÷òî ïðè âñåõ t > 0
âåëè÷èíà Vol(K + tBn

2 ) ìèíèìàëüíà äëÿ øàðà, îñòà¼òñÿ ïåðåéòè ê ïðå-
äåëó. (Ïðàâäà, ìû íå äîêàçàëè, ÷òî íåò äðóãèõ ìèíèìóìîâ.)

Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ñìåøàííîãî îáú¼ìà. Îáùèé ïëàí
äîêàçàòåëüñòâà òàêîâ: ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî îáú¼ì Vol(t1K1 + . . . +
tmKm) ýòî îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ïî t1, . . . , tm > 0 ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ Kj:

Vol(t1K1 + . . . + tmKm) =
m∑
i1=1

· · ·
m∑

in=1

ti1ti2 . . . tinvi1,...,in (2)

è îïðåäåëèì ñìåøàííûå îáú¼ìû Kj êàê êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëå-
íà: V (Ki1 , . . . , Kin) := vi1,...,in . Äàëåå ìû óñòàíîâèì âñå îáåùàííûå èõ
ñâîéñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî (2) ïðîâåä¼ì ñíà÷àëà äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ èíäóêöèåé
ïî ðàçìåðíîñòè, à îáùèé ñëó÷àé ïîëó÷èì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.

Áàçà èíäóêöèè: n = 1 ýòî ïðîñòî ñëó÷àé îòðåçêîâ:

Vol1(t1[a1, b1] + . . .+ tm[am, bm]) =
m∑
i=1

ti(bi − ai).

Äëÿ äàëüíåéøåãî âñïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîãîãðàííèêîâ.

Ìíîãîãðàííèêè. Íàïîìíèì, ÷òî ìíîãîãðàííèêîì â Rn íàçûâàåòñÿ
âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê. Ìíîãîãðàííèê èìååò ãðàíè
ðàçíîé ðàçìåðíîñòè (0 � âåðøèíû, 1 � ð¼áðà è ò.ï.). Ãðàíè ìàêñèìàëü-
íîé ðàçìåðíîñòè n− 1 íàçûâàåì ãèïåðãðàíÿìè.

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïîðíîé ôóíêöèè

hK(u) := max
x∈K
〈x, u〉.
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Îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü îáîçíà÷èì êàê HK(u) := {x : 〈x, u〉 = hK(u)}.
Ïóñòü {ui} � åäèíè÷íûå íîðìàëè ê ãèïåðãðàíÿì ìíîãîãðàííèêà P ,

íàïðàâëåííûå íàðóæó. Äîêàæåì ôîðìóëó

Voln(P ) =
1

n

∑
i

hP (ui) Voln−1(HP (ui) ∩ P ). (3)

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî 0 ∈ P . Ìíîãîãðàííèê ðàçáè-
âàåòñÿ íà ïèðàìèäû ñ öåíòðîì 0 è îñíîâàíèÿìè Fi � ãèïåðãðàíÿìè P .
Îáú¼ì êàæäîé òàêîé ïèðàìèäû ðàâåí 1

n
hi Voln−1(Fi). Íåòðóäíî âèäåòü,

÷òî hi = hP (ui) è Fi = HP (ui) ∩ P . Ñóììèðóÿ ïî i, ïîëó÷àåì (3). Çà-
ìåòèì, ÷òî åñëè ñäâèíóòü P íà âåêòîð x0, òî ñóììà â (3) èçìåíèòñÿ íà∑

i〈x0, ui〉Voln−1(HP (ui)∩P ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáú¼ì íå èçìåíèòñÿ, ïî-
ýòîìó ýòà ñóììà ðàâíà íóëþ (äëÿ ëþáûõ ìàëûõ x0, à çíà÷èò è äëÿ âñåõ).
Ïîýòîìó (3) ñïðàâåäëèâà è â îáùåì ñëó÷àå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2) íóæíî ðàññìîòðåòü P = t1P1 + . . .+ tmPm, ãäå
Pi � ìíîãîãðàííèêè. Ïî÷åìó P ìíîãîãðàííèê? Äåëî â òîì, ÷òî ëþáàÿ
åãî êðàéíÿÿ òî÷êà e èìååò âèä e =

∑
tixi, xi ∈ Pi. ßñíî, ÷òî êàæäàÿ xi

ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ñîîòâåòñòâóþùåãî Pi (èíà÷å xi ñîäåðæèòñÿ â
íåêîòîðîì îòðåçêå, à òîãäà è e ñîäåðæèòñÿ â îòðåçêå). Íî êðàéíèõ òî÷åê
ó Pi êîíå÷íîå ÷èñëî, çíà÷èò è ðàçëè÷íûõ êðàéíèõ òî÷åê P êîíå÷íîå
÷èñëî, íî P åñòü âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ýòèõ òî÷åê (ïî òåîðåìå Êðåéíà�
Ìèëüìàíà), çíà÷èò, ýòî ìíîãîãðàííèê.

Ñëåäóþùåå ïðîñòîå ñâîéñòâî P çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

hP = t1hP1 + . . .+ tmhPm .

(Ïðîâåðüòå!)
Äîêàæåì àíàëîãè÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ ãèïåðãðàíåé P .

Ëåììà 1. Êàæäàÿ ãèïåðãðàíü HP (u) ∩ P ìíîãîãðàííèêà P èìååò âèä

HP (u) ∩ P = t1(HP1(u) ∩ P1) + . . .+ tm(HPm(u) ∩ Pm).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ P , 〈x, u〉 = hP (u). Ïî îïðå-
äåëåíèþ, x =

∑
tixi, xi ∈ Pi äëÿ íåêîòîðûõ xi. Òîãäà:

hP (u) = 〈x, u〉 =
∑

ti〈xi, u〉 6
∑

tihPi
(u) = hP (u).

Çíà÷èò, íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî è 〈xi, u〉 = hPi
(u) äëÿ âñåõ

i. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ìíîæåñòâî â ëåâîé ÷àñòè äîêàçûâàìîãî ðàâåíñòâà
ëåæèò â ñóììå èç ïðàâîé ÷àñòè. Îáðàòíîå àíàëîãè÷íî.
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Òåïåðü ëåãêî ñäåëàòü èíäóêòèâíûé ïåðåõîä äëÿ (2) â ñëó÷àå ìíîãî-
ãðàííèêîâ. Èìååì:

Voln(P = t1P1 + . . .+ tmPm) =
1

n

∑
u

hP (u) Voln−1(P ∩HP (u)) =

=
1

n

∑
u

(t1hP1(u) + . . .+ tmhPm(u)) Voln−1(t1F1 + . . .+ tmFm),

ãäå Fi := HPi
(u) ∩ Pi. Ïî èíäóêöèè, n − 1-ìåðíûé îáú¼ì ÿâëÿåòñÿ îäíî-

ðîäíûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n− 1; ïåðåìíîæàÿ, ïîëó÷àåì îäíîðîäíûé
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.

Òóò åñòü íåáîëüøîé îáìàí: â ïåðâîé ñóììå
∑

u ìíîæåñòâî íîðìàëü-
íûõ âåêòîðîâ {u} ìîæåò çàâèñåòü îò t1, . . . , tm. Îäíàêî, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî âñå âîçìîæíûå íîðìàëüíûå âåêòîðà u ñîäåðæàòñÿ â îäíîì êîíå÷íîì
ìíîæåñòâå U ; ìû ìîæåì ñóììèðîâàòü ïî u ∈ U (åñëè äëÿ äàííîãî u íå
ïîëó÷àåòñÿ ãèïåðãðàíü, òî è ñëàãàåìîå áóäåò ðàâíî íóëþ). Ñóùåñòâîâà-
íèå U ñëåäóåò èç Ëåììû 1. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà äëÿ HP (u) ∩ P
ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü ãèïåðïëîñêîñòè (ò.å. {x − x0 : x ∈ HP (u)} ñ
ôèêñèðîâàííûì x0 ∈ HP (u)) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëèíåéíûõ ÷à-
ñòåé ãðàíåé HPi

(u) ìíîãîãðàííèêîâ Pi. À ýòèõ ãðàíåé ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî.

Èòàê, ðàâåíñòâî (2) äîêàçàíî äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ. Çàìåòèì, ÷òî ëþ-
áîå âûïóêëîå òåëî K ìîæíî ïðèáëèçèòü ìíîãîãðàííèêîì â ìåòðèêå Õà-
óñäîðôà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ε > 0, ðàññìîòðèì âëîæåíèå (1− ε) ⊂ K.
Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ = δ(ε) > 0 îáúåäèíåíèå Cδ êóáîâ ñ ðåáðîì δ
(èç ñòàíäàðòíîé ðåø¼òêè) ëåæèò â K. Òîãäà

(1− ε)K ⊂ Pε ⊂ K, Pε := convCδ.

ßñíî, ÷òî Pε → K. Èòàê, äëÿ çàäàííûõ K1, . . . , Km ìû ìîæåì ïîñòðîèòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè P j

1 → K1, . . . , P
j
m → Km (j →∞); òîãäà

Vol(t1K1+. . .+tmKm) = lim Vol(t1P
j
1 +. . .+tmP

j
m) = lim

∑
ti1 · · · tinv

j
i1,...,im

.

Ïîñêîëüêó ïðåäåë ñóùåñòâóåò, îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì (ïî÷åìó?)
è åãî êîýôôèöèåíòû ýòî ïðåäåë ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ ïðè
j →∞. Ðàâåíñòâî (2) äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ. Èòàê, ìû ïîëàãàåì V (Ki1 , . . . , Kin) := vi1,...,in ,
ãäå v ýòî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà èç (2), ñì. òàêæå (1). Ïðè ýòîì
äîãîâîðèìñÿ, ÷òî åñëè {i1, . . . , in} ýòî ïåðåñòàíîâêà {j1, . . . , jn}, òî ìû
ñ÷èòàåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû â ìíîãî÷ëåíå ðàâíû. Ýòî
îáåñïå÷èâàåò ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèè V .

Ïðîâåðèì êîððåêòíîñòü: åñëè ñðåäèKi1 , . . . , Kin íå âñòðå÷àþòñÿ êàêèå-
òî Ki, òî çíà÷åíèå ñìåøàííîãî îáú¼ìà íå äîëæíî çàâèñåòü îò ýòèõ Ki.
Ýòî òàê: ìû ìîæåì ïîëîæèòü â ìíîãî÷ëåíå (2) ti = 0; äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ
òîò æå ìíîãî÷ëåí, ÷òî è äëÿ ëþáûõ äðóãèõ òåë K ′i.

Ñâîéñòâî äèàãîíàëè: Vol(t1K + . . . + tnK) = Vol(K)(t1 + . . . + tn)n =∑
ti1 · · · tin Vol(K). Ò.å. âñå êîýôôèöèåíòû, ðàâíûå ïî îïðåäåëåíèþ V (K,K, . . . ,K),

ðàâíû Vol(K). Èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ñäâèãà âûòåêàåò èç àíàëî-
ãè÷íîãî ñâîéñòâà Vol.

Ïðîâåðèì ëèíåéíîñòü: V (αK+βL,K2, . . . , Kn) = αV (K,K2, . . . , Kn)+
βV (L,K2, . . . , Kn). Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó Vol(t1(αK + βL) + t2K2 + . . .+
tnKn); ýòî ìíîãî÷ëåí ïî ti; ðàññìîòðèì êîýôôèöèåíò ïðè t1t2 · · · tn. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, îí ðàâåí V (αK + βL,K2, . . . , Kn). Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
Vol(t1(αK+βL)+t2K2+. . .+tnKn) = Vol((αt1)K+(βt1)L+t2K2+. . .+tnKn)
è êîýôôèöèåíò ïðè t1t2 . . . tn ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ:

(αt1)t2 · · · tnV (K,K2, . . . , Kn) + (βt1)t2 · · · tnV (L,K2, . . . , Kn).

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Íåïðåðûâíîñòü âûòåêàåò èç íåïðåðûâíîñòè îáú¼ìà è òîãî ôàêòà, ÷òî

åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê ìíîãî÷ëåíó,
òî è êîýôôèöèåíòû ñõîäÿòñÿ.

Íåîòðèöàòåëüíîñòü ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè: ñäâèíóâ Ki, äîáü¼ìñÿ
òîãî, ÷òî 0 ∈ Ki, òîãäà V (K1, . . . , Kn) > V ({0}, . . . , {0}) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîíîòîííîñòè. Ìîíîòîííîñòü âûòåêàåò èç ñëåäóþ-
ùåé ôîðìóëû:

V (K,P2, . . . , Pn) =
1

n

∑
hK(u)v(HP2(u) ∩ P2, . . . , HPn(u) ∩ Pn).

Çäåñü v ýòî (n− 1)-ìåðíûé ñìåøàííûé îáú¼ì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè K ⊂ L, òî hK 6 hL, à ñìåøàííûé îáú¼ì íåîòðè-

öàòåëåí (ôàêòè÷åñêè, ìû äîëæíû ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé
ïî ðàçìåðíîñòè). Ìíîãîãðàííèêè ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîèçâîëüíûå âû-
ïóêëûå òåëà ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì.
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Äîêàæåì ôîðìóëó. Ïîëîæèì P := t2P2 + . . .+ tnPn, òîãäà

V (K,P, . . . , P ) =
1

n
lim
ε→0

Vol(P + εK)− Vol(P )

ε
.

Äëÿ ìíîãîãðàííèêà îêðåñòíîñòü P + εK äà¼ò íàä êàæäîé ãðàíüþ ñëîé
øèðèíû hK(u) (ãäå u, êàê îáû÷íî, íîðìàëü ê ãðàíè). Ïîýòîìó

Vol(P + εK) = Vol(P ) + ε
∑

hK(u) Voln−1(HP (u) ∩ P ) +O(ε2)

è V (K,P, . . . , P ) = 1
n

∑
hK(u) Voln−1(HP (u) ∩ P ). Ïî äîêàçàííîé ðàíåå

Ëåììå, HP (u) ∩ P = t2(HP2(u) ∩ P2) + . . .+ tn(HPn(u) ∩ Pn), ïîýòîìó

Voln−1(HP (u) ∩ P ) =
∑

ti2 · · · tinv(HPi2
(u) ∩ Pi2 , . . . , HPin

(u) ∩ Pin).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, V (K,P, . . . , P ) =
∑
ti2 · · · tinV (K,Pi2 , . . . , Pin). Ïðè-

ðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè t2 · · · tn, ïîëó÷àåì íóæíîå ðàâåíñòâî.

Åäèíñòâåííîñòü .
Ñìåøàííûå îáú¼ìû îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ñâîèìè ñâîéñòâàìè.

Íàïðèìåð, ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

n!V (K1, . . . , Kn) = Vol(K1+ . . .+Kn)−
∑
i

Vol(K1+ . . .+K̂i+ . . .+Kn)+

+
∑
i,j

Vol(K1 + . . .+ K̂i + . . .+ K̂j + . . .+Kn) + . . .+ (−1)n−1
∑
i

Vol(Ki).

Çäåñü K̂ îáîçíà÷àåò îòñóòñòâèå ýòîãî ñëàãàåìîãî. Äîêàçàòåëüñòâî ôîð-
ìóëû îñòà¼òñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] P.M. Gruber, Convex and Discrete Geometry. Springer, 2007.

7


