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Ëåêöèÿ 5. Òåîðåìà Ìèíêîâñêîãî î ðåø¼òêàõ

25.03.2023

Òåîðåìà 1 (Ìèíêîâñêèé). ÏóñòüK ⊂ Rn îãðàíè÷åíî, âûïóêëî, öåíòðàëüíî-
ñèììåòðè÷íî. Òîãäà

� Åñëè VolK > 2n, òî K ñîäåðæèò íåíóëåâóþ òî÷êó öåëî÷èñëåííîé
ðåø¼òêè, ò.å. K ∩ (Zn \ {0}) 6= ∅;

� Òî æå ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå, åñëè K çàìêíóòî è VolK > 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûâåäåì èç ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ âòîðîå. Äëÿ ëþáîãî
ε > 0 èìååì Vol((1+ε)K) > 2n, ïîýòîìó K(1+ε) ñîäåðæèò òî÷êó xε ∈ Zn;
ïðè ε → 0 ìîæíî âûäåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü è å¼
ïðåäåë ëåæèò â K.

Èòàê, ïóñòü VolK > 2n. Âîçüì¼ì K ′ = 1
2
K è äîêàæåì, ÷òî íàéä¼òñÿ

ñäâèã x ∈ Zn \{0}, òàêîé ÷òî K ′∩ (K ′+x) 6= ∅. Åñëè ýòî òàê, òî íàéä¼òñÿ
v ∈ K ′, v− x ∈ K ′. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè, x− v ∈ K ′ è 1

2
(v+ (x− v)) =

1
2
x ∈ K ′, òî åñòü x ∈ K.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: âñå ñäâèãè K ′+x, x ∈ Zn, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Âîçüì¼ì áîëüøîå R è ìíîæåñòâî ñäâèãîâ

{K ′ + x : x ∈ Zn ∩ [−R,R]n}.

Ýòè ìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò â êóáå [−R− r, R+ r]n, ãäå r �
äèàìåòð K ′. Ñðàâíèâàÿ îáú¼ìû, ïîëó÷èì

(2R + 2r)n > (2R + 1)n VolK ′,

îòêóäà VolK ′ 6 ((2R + 2r)/(2R + 1))n. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè R→∞,
ïîëó÷èì VolK ′ 6 1 � ïðîòèâîðå÷èå.
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Ðåø¼òêè. Ïóñòü z1, . . . , zn � áàçèñ Rn. Ðåø¼òêîé ñ áàçèñîì {zk} íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî

Λ(z1, . . . , zn) = {
n∑
i=1

kizi : ki ∈ Z}.

Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Λ ⊂ Rn íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé,
åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

� Λ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé (Rn,+), ò.å. ñóììà è ðàçíîñòü ëþáûõ ýëå-
ìåíòîâ Λ ëåæàò â Λ;

� Λ äèñêðåòíà, ò.å. inf
u,v∈Λ, u 6=v

|u− v| > 0;

� span Λ = Rn.

Ýòè îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. (Îäíàêî, ÷àñòî óäîáíî ãîâîðèòü î
ðåø¼òêàõ áåç óòî÷íåíèÿ áàçèñà, òàê æå êàê â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
óäîáíî íå ôèêñèðîâàòü áàçèñ.)

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ëþáîé ðåø¼òêè Λ ⊂ Rn ñóùåñòâóåò áàçèñ: Λ =
Λ(z1, . . . , zn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî j ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: íàé-
äóòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà z1, . . . , zj, òàêèå ÷òî äëÿ Fj := span{z1, . . . , zn}
âñå òî÷êè Λ ∩ Fj èìåþò âèä

∑j
i=1 kizi ñ öåëûìè ki.

Ïðè j = n ìû ïîëó÷èì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Áàçà èíäóêöèè: j = 0, íè÷åãî äîêàçûâàòü íå íóæíî. Äëÿ íàãëÿäíî-

ñòè âñ¼ æå ðàçáåð¼ì ñëó÷àé j = 1. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå w ∈ Λ, w 6= 0.
Ñðåäè âñåõ òî÷åê îòðåçêà Λ ∩ {tw : 0 6 t 6 1}, âîçüì¼ì òî÷êó z1 ñ ìè-
íèìàëüíûì íåíóëåâûì t. Ýòî è áóäåò íóæíûé âåêòîð. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè u = tz1 ∈ Λ, òî u′ = (t − btc)z1 ∈ Λ. Åñëè êîýôôèöèåíò â ñêîá-
êàõ íåíóëåâîé, òî ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ z1. Çíà÷èò,
êîýôôèöèåíò èçíà÷àëüíî öåëûé.

Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä àíàëîãè÷åí. Ïóñòü ïîñòðîåíû z1, . . . , zj−1. Ðàñ-
ñìàòðèâàåì Fj−1 := span{z1, . . . , zj−1}, áåð¼ì ïðîèçâîëüíî w ∈ Λ \ Fj−1,
ðàññìàòðèâàåì ïàëàëëåëåïèïåä

{
j−1∑
i=1

tizi + tjw : ti ∈ [0, 1]}

è â í¼ì òî÷êó zj ñ ìèíèìàëüíûì tj. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî îíà ïîäõîäèò.
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Îáùèé âèä òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî Ïóñòü Λ � ðåø¼òêà. Îíà èìååò
áàçèñ z1, . . . , zn. Îïðåäåëèì det Λ := | detZ|, ãäå Z � ìàòðèöà ñî ñòîëá-
öàìè zi.

Äîêàæåì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ. Åñëè w1, . . . , wn � äðóãîé áàçèñ
Λ, òî åñòü ìàòðèöà ïåðåõîäà C. Â ñèëó òîãî, ÷òî wk ∈ Λ(z1, . . . , zn), âñå
êîýôôèöèåíòû C öåëî÷èñëåííû. Àíàëîãè÷íî, êîýôôèöèåíòû C−1 öåëî-
÷èñëåííû. Òîãäà detC, detC−1 ∈ Z è detC · detC−1 = 1, ïîýòîìó ýòè
îïðåäåëèòåëè ðàâíû ±1.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Ìèíêîâñêîãî â áîëåå îá-
ùåì âèäå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Λ ⊂ Rn ðåø¼òêà; K ⊂ Rn îãðàíè÷åíî, âûïóêëî,
öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íî. Òîãäà

� Åñëè VolK > 2n det Λ, òî K ñîäåðæèò íåíóëåâóþ òî÷êó ðåø¼òêè
Λ;

� Òî æå ñïðàâåäëèâî â ñëó÷àå, åñëè K çàìêíóòî è VolK > 2n det Λ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå,
ïåðåâîäÿùåå Λ â Zn è ïðèìåíèòü òåîðåìó äëÿ ñòàíäàðòíîé ðåø¼òêè.

Ïðèëîæåíèÿ. Ïåðâûé ïðèìåð. Ïóñòü α ∈ (0, 1) è N ∈ N. Äîêàæåì
(òåîðåìó Äèðèõëå î òîì), ÷òî íàéäóòñÿ p, q ∈ N, q 6 N , òàêèå ÷òî

|α− p

q
| < 1

Nq
.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â âèäå |αq − p| < 1/N . Ðàññìîòðèì íà ïëîñ-
êîñòè ìíîæåñòâî

K = {(x, y) : |αx− y| < 1/N, |x| 6 N + 1/2.}

Ýòî ïàðàëëåëîãðàìì è åãî ïëîùàäü ðàâíà 2
N
· (2N + 1) > 4. Ïî òåîðåìå

Ìèíêîâñêîãî, íàéä¼òñÿ íåíóëåâàÿ òî÷êà (q, p) ∈ K ∩Z2. ßñíî, ÷òî q 6= 0,
òîãäà ñ÷èòàåì q > 0. Ýòî è áóäåò íóæíàÿ ïàðà.

Âòîðîé ïðèìåð. Äîêàæåì èçâåñòíóþ òåîðåìó î òîì, ÷òî ëþáîå ïðî-
ñòîå ÷èñëî p, äëÿ êîòîðîãî p ≡ 1 mod 4, ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ
êâàäðàòîâ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ òàêèõ p ÷èñëî −1 áóäåò êâàäðàòè÷íûì
âû÷åòîì, ò.å. −1 ≡ x2 mod p äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ Z/pZ. Äåéñòâèòåëüíî,
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ðàññìîòðèì â Z/pZ ïðîèçâåäåíèå 1 · 2 · · · (p − 1). Ñîìíîæèòåëè ðàçáè-
âàþòñÿ íà ïàðû x è x−1. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ÷èñëà ñ x = x−1, ò.å
x2 = 1, ò.å. x = ±1. Îòñþäà

1 · 2 · · · (p− 1) ≡ −1 mod p.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû −1 áûë êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì, òî åñòü
óðàâíåíèå −1 ≡ x2 mod p íå èìåëî áû ðåøåíèé, òî âñå ñîìíîæèòåëè
ðàçáèâàëèñü áû íà ïàðû x è −x−1 è ïðîèçâåäåíèå áûëî áû ðàâíî (−1)

p−1
2

ïî ìîäóëþ p, ïðîòèâîðå÷èå.
Èòàê, çàôèêñèðóåì q, òàêîå ÷òî q2 ≡ −1 mod p. Ðàññìîòðèì íà ïëîñ-

êîñòè ðåø¼òêó Λ ñ áàçèñîì z1 = (1, q), z2 = (0, p). Òîãäà det Λ = p.
Ïîëîæèì K := {(x, y) : x2 + y2 6 2p. Çàìåòèì, ÷òî VolK = π · 2p > 4δΛ
è K ñîäåðæèò íåíóëåâóþ öåëóþ òî÷êó (u, v) = k1z1 + k2z2, ò.å. u = k1,
v = k1q + k2p. Äàëåå âû÷èñëèì ïî ìîäóëþ p:

u2 + v2 = k2
1 + (k1q + k2p)

2 ≡ k2
1(1 + q2) ≡ 0 mod p.

Òî åñòü, u2 + v2 äåëèòñÿ íà p. Íî 0 < u2 + v2 < 2p, ïîýòîìó â òî÷íîñòè
u2 + v2 = p.

Òðåòèé ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íóþ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåë¼ííóþ
êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

q(x) =
n∑

i,j=1

ai,jxixj.

Òîãäà ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî èìååò íåòðèâèàëüíîå öåëî÷èñëåííîå ðåøå-
íèå:

q(u) 6 4

(
det(ai,j)

Vol(Bn
2 )2

) 1
n

.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âèäà Eλ := {x : q(x) 6 λ}. Ýòî ýëëèïñîèä.
Äåéñòâèòåëüíî, q(x) = 〈Ax, x〉 = 〈Bx,Bx〉, ãäå BBt = A è ìíîæåñòâî
{x : q(x) 6 λ} ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàíäàðòíîãî øàðà {y : 〈y, y〉 6 λ} çàìåíîé
y = Bx. Îòñþäà

VolEλ =
Volλn/2Bn

2

detB
=

Volλn/2Bn
2

(detA)1/2
.

Îñòà¼òñÿ ïîäîáðàòü λ, ïðè êîòîðîì VolEλ > 2n.
×åòâ¼ðòûé ïðèìåð. Ïóñòü l1(x), . . . , ln(x) � ëèíåéíûå ôîðìû â Rn,

è | det li| = δ > 0. Äëÿ ëþáûõ ÷èñåë τ1, . . . , τn, òàêèõ ÷òî τ1 · · · τn > δ,
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ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ èìååò íåòðèâèàëüíîå öåëî÷èñëåííîå ðå-
øåíèå:

|l1(x)| 6 τ1, . . . , |ln(x)| 6 τn.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íóæíî ðàññìîòðåòü, î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî K := {x ∈
Rn : |li(x)| 6 τi, i = 1, . . . , n}.

Ðàçíîå Ïîëåçíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òåîðåìûÌèíêîâñêîãî: åñëèK ⊂
Rn âûïóêëî, îãðàíè÷åíî, ñèììåòðè÷íî è VolK > k2n, òî K ñîäåðæèò íå
ìåíåå k íåíóëåâûõ òî÷åê öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âìåñòî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñäâè-
ãîâ K ′ + x, x ∈ [−R,R]n ∩ Zn ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ

f(z) :=
∑

x∈[−R,R]n∩Zn

1K′+x.

Íàøà öåëü: äîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðîé òî÷êå f(z0) > k. Òîãäà äëÿ íåêî-
òîðûõ x1, . . . , xk+1 èìååì K ′ + xi 3 z0. Òîãäà äëÿ i = 2, . . . , k + 1, èìååì:
z0 − x1 ∈ K ′, z0 − xi ∈ K ′, îòêóäà xi − x1 ∈ K.

Åñëè f 6 k, òî
∫
Rn f(z) dz = (2R + 1)n Vol(K ′), ñ äðóãîé ñòîðîíû,∫

Rn f(z) dz 6 k(2R + 2r)n, îòñþäà â ïðåäåëå Vol(K) 6 k, ïðîòèâîðå÷èå.

Åù¼ îäíà ïîëåçíàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 3 (Âààëåð). Ëþáîå ñå÷åíèå êóáà [−1
2
, 1

2
]n ëèíåéíûì k-ìåðíûì

ïðîñòðàíñòâîì (0 < k < n) èìååò îáú¼ì íå ìåíüøå åäèíèöû:

Volk([−
1

2
,
1

2
] ∩ Ek) > 1.

Ìû íå äîêàçûâàåì ýòó òåîðåìó â äàííîì êóðñå.
Ïðèâåä¼ì óòâåðæäåíèå èç ðàáîòû Á.Ñ. Êàøèíà 1985 ãîäà.

Óòâåðæäåíèå 2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ C > 0,
òàêàÿ ÷òî äëÿ ëþáîãî íàáîðà âåêòîðîâ {ej}mj=1 ⊂ Rn, |ej| = 1, íàéä¼òñÿ
âåêòîð z = (z1, . . . , zn) ñ êîîðäèíàòàìè zi ∈ {−1, 0, 1}, òàêîé ÷òî ‖z‖1 >
n/6 è

max
j
|〈z, ej〉| 6 C

√
m/n, j = 1, . . . ,m.
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Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíîâ
ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî

Kλ := {z : |zi| 6 1.99, |λ〈z, ej〉| 6 1.99, j = 1, . . . ,m}.

Çàìåòèì, ÷òî Kλ ýòî ñå÷åíèå êóáà 1.99Bn+m
∞ ïëîñêîñòüþ

E := {w ∈ Rn+m : wn+j =
n∑
i=1

λwiej,i, j = 1, . . . ,m.}

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Âààëåðà ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè íóæíîì λ èìååì
VolKλ > 2n · 1.9n. Çíà÷èò, K ñîäåðæèò íå ìåíåå 1.9n öåëî÷èñëåííûõ
òî÷åê. Âñå ýòè òî÷êè ëåæàò â {−1, 0, 1} è èõ ìíîãî, ïîýòîìó ñðåäè íèõ
íàéäóòñÿ z ñ ‖z‖1 > n/6, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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