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Ââåäåíèå

14 ìàðòà 2025 ã.

Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç � èññëåäîâàíèå ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ èõ ðÿ-
äîâ Ôóðüå. Ìíîãèå òîíêèå âîïðîñû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà ïîñâÿùåíû
ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ðÿäîâ Ôóðüå, ïîâåäåíèþ îáùèõ òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ðÿäîâ

∑
ak cos kx+ bk sin kx. Ìû æå ñôîêóñèðóåìñÿ íà áîëåå îáùåì

òåîðåòèêî-ôóíêöèîíàëüíîì ïîäõîäå, íà íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ
è îïåðàòîðàõ.

Áàçà. T = R/2πZ, ôóíêöèè f : T → C îòîæäåñòâëÿåì ñ 2π-ïåðèîäè÷åñêèìè
ôóíêöèÿìè f : R → C. Èíòåãðàë ïî T ýòî èíòåãðàë ïî ïåðèîäó:∫

T

f(x) dx =

∫ π

−π

f(x) dx =

∫ 2π

0

f(x) dx.

Ïðîñòðàíñòâà Lp áåð¼ì ñ íîðìèðîâàííîé íîðìîé:

∥f∥p :=
(

1

2π

∫
T
|f(x)|p dx

)1/p

, 1 ⩽ p < ∞, (1)

è ∥f∥∞ := esssupx∈T |f(x)|.
Âîîáùå áóäåì ñòàðàòüñÿ óñðåäíÿòü!
Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå f̂(n) := 1

2π

∫
T
f(x)e−inx dx. Â íîðìèðîâêå (1)

èìååì |f̂(n)| ⩽ ∥f∥1.
Ðÿä Ôóðüå: Sf ∼

∑
n∈Z f̂(n)e

inx. ×àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà Ôóðüå: Snf :=∑n
k=−n f̂(k)e

ikx. Â îòëè÷èå îò ðÿäà, Sn ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîððåêòíî
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îïðåäåë¼ííûå ôóíêöèè. À òî÷íåå, òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû, òî
åñòü ôóíêöèè âèäà

P =
n∑

k=−n

cke
ikx.

Ñâ¼ðòêà (f ∗ g)(t) := 1
2π

∫
T
f(τ)g(t − τ) dτ îïðåäåëåíà äëÿ f, g ∈ L1.

Ñâîéñòâà:

� f ∗ g ∈ L1, ∥f ∗ g∥1 ⩽ ∥f∥1 · ∥g∥1;

� f̂ ∗ g(n) = f̂(n)ĝ(n).

Äîêàçàòåëüñòâî: ïðèìåíÿåì òåîðåìó Ôóáèíè äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåí-
íûõ H(t, τ) := f(τ)g(t− τ).

ßäðà ñóììèðîâàíèÿ. Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâ-
íûõ ôóíöèé kn ∈ C(T) íàçûâàåòñÿ ÿäðîì ñóììèðîâàíèÿ (summability
kernel), åñëè âûïîëíåíû ñâîéñòâà:

1. 1
2π

∫
T kn(x) dx = 1 äëÿ âñåõ n;

2. supn

∫
T |kn(x)| dx < ∞;

3. äëÿ ëþáîãî δ > 0:

lim
n→∞

∫ 2π−δ

δ

|kn(x)| dx = 0. (2)

Íàì ïîòðåáóåòñÿ èíòåãðàë Ðèìàíà äëÿ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé φ : [a, b] →
X ñî çíà÷åíèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B. Èíòåãðàë

∫ b

a
φ(x) dx îïðå-

äåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî îáû÷íîìó èíòåãðàëó Ðèìàíà, êàê ïðåäåë èíòåãðàëü-
íûõ ñóìì

n∑
i=0

(xi+1 − xi)φ(xi), x0 = a < x1 < . . . < xn < b = xn+1,

ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ, max(xi+1 − xi), ê íóëþ. Òî÷íî òàê
æå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåãðàë (îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè) ñóùåñòâóåò,
ëèíååí ïî φ, îöåíèâàåòñÿ:∥∥∥∥∫ b

a

φ(x) dx

∥∥∥∥ ⩽
∫ b

a

∥φ(x)∥ dx. (3)
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×àñòî íóæåí íå ñàì èíòåãðàë, à îöåíêà íîðìû. Òîãäà ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è ðàâåíñòâî〈

ξ,

∫ b

a

φ(x) dx

〉
=

∫ b

a

⟨ξ, φ(x)⟩, dx, ξ ∈ B∗.

Çàìåòèì, ÷òî ñïðàâà � îáû÷íûé èíòåãðàë.

Ëåììà 1. Ïóñòü {kn} � ÿäðî ñóììèðîâàíèÿ, φ : T → B íåïðåðûâíàÿ

áàíàõîâîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà

lim
n→∞

1

2π

∫
T
kn(τ)φ(τ) dτ = φ(0).

Äîêàçàòåëüñòâî.

1

2π

∫
T
kn(τ)φ(τ) dτ − φ(0) =

1

2π

∫
T
kn(τ)(φ(τ)− φ(0)) dτ =

=
1

2π

∫ δ

−δ

kn(τ)(φ(τ)− φ(0)) dτ +
1

2π

∫ 2π−δ

δ

kn(τ)(φ(τ)− φ(0)) dτ.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèâàåì, ïîëüçóÿñü îãðàíè÷åííîñòüþ íîðì kn è
íåïðåðûâíîñòüþ φ. Âòîðîå ñëàãàåìîå � èñïîëüçóÿ δ-ñâîéñòâî (2).

Äëÿ ôóíêöèè f : T → C ÷åðåç fτ îáîçíà÷èì å¼ ñäâèã: fτ (·) = f(· − τ).

Ëåììà 2. Ïóñòü f ∈ L1(T), φ(τ) = fτ , ôóíêöèÿ k(·) íåïðåðûâíà íà T.
Òîãäà

1

2π

∫
T
k(τ)fτ dτ = k ∗ f.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. Èíòåãðàëüíàÿ ñóììà
èìååò âèä

1

2π

n∑
i=0

(ti+1 − ti)k(τi)f(t− τi).

Ïðè ñòðåìëåíèè äèàìåòðà ðàçáèåíèÿ ê íóëþ ýòà âåëè÷èíà ðàâíîìåðíî
ïî t ñõîäèòñÿ ê 1

2π

∫
T k(τ)f(t− τ) dτ , òî åñòü ê ñâ¼ðòêå.

Â îáùåì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïðèáëèçèòü f íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé:
∥f − g∥C ⩽ ε, òîãäà

1

2π

∫
T
k(τ)fτ dτ − k ∗ f =

1

2π

∫
T
k(τ)(fτ − gτ ) dτ − k ∗ (f − g).
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Íîðìà ïåðâîãî ñëàãàåìîãî îöåíèâàåòñÿ ïî (3):

∥
∫
T
k(τ)(fτ − gτ ) dτ∥1 ⩽

∫
T

|k(τ)|∥fτ − gτ∥1 dτ ⩽ ∥k∥Cε.

Íîðìà âòîðîãî ñëàãàåìîãî íå ïðåâîñõîäèò ∥k∥1ε. Óñòðåìëÿåì ε ê íóëþ.

Ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Òåîðåìà 1. Ïóñòü {kn} � ÿäðî ñóììèðîâàíèÿ, f ∈ L1. Òîãäà ∥kn ∗ f −
f∥1 → 0 ïðè n → ∞.

ßäðà Äèðèõëå è Ôåéåðà. ßñíî, ÷òî Snf = f∗Dn, ãäåDn =
∑n

k=−n e
ikx.

Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Äèðèõëå. Ïðåäñòàâèì å¼ â ÿâíîì âèäå:

n∑
k=−n

eikx =
ei(n+1)x − e−inx

eix − 1
=

ei(n+1/2)x − e−i(n+1/2)x

eix/2 − e−ix/2
=

2i sin((n+ 1/2)x)

2i sin(x/2)
.

Èòàê,

Dn(x) =
sin(n+ 1/2)x

sin x
2

. (4)

Ê ñîæàëåíèþ, íîðìû ∥Dn∥1 íå îãðàíè÷åíû è ÿäðî Äèðèõëå íå ÿâëÿåòñÿ
ÿäðîì ñóììèðîâàíèÿ.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü sn íå ñõîäèòñÿ, ðàññìàòðèâàþò ñõîäèìîñòü
ïî ×åçàðî, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ σn := (s0 +
s1 + . . .+ sn)/(n+ 1). Â íàøåì ñëó÷àå � ñóììû ×åçàðî

σn(f, x) :=
1

n+ 1
(S0f + S1 + . . .+ Snf).

ßñíî, ÷òî σn(f) = f ∗ Kn, ãäå Kn = (D0 + D1 + . . . + Dn)/(n + 1). Ýòà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ÿäðîì Ôåéåðà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Kn(x) =
sin n+1

2
x

(n+ 1) sin x
2

.

Ãëàâíîå ñâîéñòâî � îãðàíè÷åííîñòü � âûïîëíÿåòñÿ çà ñ÷¼ò òîãî, ÷òî
Kn ⩾ 0. Ïîýòîìó ÿäðî Ôåéåðà ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ñóììèðîâàíèÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f ∈ L1(T). Òîãäà
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� ∥σn(f)− f∥1 → 0 ïðè n → ∞,

� åñëè f̂(n) = 0 ïðè âñåõ n, òî f ≡ 0,

� òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû ïëîòíû â L1,

� limn→∞ |f̂(n)| = 0; îïåðàòîð Ôóðüå f 7→ f̂ ýòî îãðàíè÷åííûé îïå-

ðàòîð L1 → c0.

Ïåðâûé ïóíêò ñëåäóåò èç òåîðåìû 1, îñòàëüíûå âûòåêàþò èç íåãî.

Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà. Íàçîâ¼ì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B îä-
íîðîäíûì, åñëè:

� B ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì L1(T), ò.å. B ⊂ L1 è ∥f∥1 ⩽ C∥f∥B;

� åñëè f ∈ B, òî fτ ∈ B è ∥fτ∥B = ∥f∥B äëÿ ëþáîãî τ ;

� fτ → fτ0 ïðè τ → τ0 äëÿ ëþáîãî τ0.

Ïðèìåðû: Lp, p < ∞, C(T), Cr(T).

Òåîðåìà 2. Åñëè B � îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî, f ∈ B, è {kn} � ÿäðî

ñóììèðîâàíèÿ, òî

∥kn ∗ f − f∥B → 0 ïðè n → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíòåãðàë 1
2π

∫
T kn(τ)fτ dτ ìîæíî ïîíèìàòü êàê èíòå-

ãðàë â B (ò.ê. ïðîñòðàíñòâî îäíîðîäíî è fτ íåïðåðûâíî ïî τ), îí ñõîäèò-
ñÿ ê f ïî ëåììå 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê ∥·∥1 ⩽ ∥·∥B, ýòîò èíòåãðàë
îïðåäåë¼í è â L1 è ðàâåí òîé æå ôóíêöèè. Â ñèëó ëåììû 2, ýòà ôóíêöèÿ
åñòü kn ∗ f .

Çíà÷èò, âûâîäû ñëåäñòâèÿ 1 ñïðàâåäëèâû â ëþáîì îäíîðîäíîì ïðî-
ñòðàíñòâå.

ßäðî Âàëëå Ïóññåíà. ßäðî Vn = 2K2n−1 −Kn−1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÿä-
ðîì ñóììèðîâàíèÿ. Îíî ïîëåçíî òåì, ÷òî ñîõðàíÿåò òðèãîíîìåòðè÷åñêèå
ïîëèíîìû ïîðÿäêà n è ∥Vn∥1 ⩽ 3. Îòñþäà:

∥f − Vn ∗ f∥p ⩽ 4En(f)p,

ãäå En(f)p ýòî íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå f â Lp òðèã. ïîëèíîìàìè ñòåïåíè
íå âûøå n.
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