
Êóðñ �Ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç�. Ëåêöèè 2 è

3: èíòåðïîëÿöèÿ

21, 28 ìàðòà 2025 ã.

Íàïîìíèì, ÷òî {eikx} � ïîëíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà â (êîì-
ïëåêñíîì) ïðîñòðàíñòâå L2(T). Ñëåäîâàòåëüíî,(

1

2π

∫
T
|f(x)|2 dx

)1/2

= (
∑
k∈Z

|f̂(k)|2)1/2.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ýòî èçîìåòðè÷íûé îïåðàòîð
L2(T) → ℓ2(Z). Êðîìå òîãî, ýòî îïåðàòîð åäèíè÷íîé íîðìû L1(T) →
ℓ∞(Z). ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî åãî ñâîéñòâà â ïðîìåæóòî÷íûõ Lp, 1 <
p < 2? Â òàêîé ñèòóàöèè ðàáîòàåò òåõíèêà èíòåðïîëÿöèè.

Ñëàáûå Lp-ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü Lp(X,µ) � îáùåå ïðîñòðàíñòâî Lp.
Ìû òðåáóåì òîëüêî ñèãìà-êîíå÷íîñòü ìåðû (ò.å. X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ñ÷¼òíîãî îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ êîíå÷íîé ìåðû). Òàêàÿ îáùíîñòü
ïîëåçíà, ÷òîáû âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå, ñêàæåì, Lp(Rd).

Ñëàáûì Lp-ïðîñòðàíñòâîì, èëè Lp,∞ íàçûâàåì ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé
f : X → C ñ êîíå÷íîé íîðìîé

∥f∥p,∞ := inf{C : ∀α > 0 µ{x : |f(x)| > α} ⩽
Cp

αp
}.

Ïðîâåðèì, ÷òî ∥f∥p,∞ ⩽ ∥f∥p (îòñþäà íàçâàíèå �ñëàáàÿ�: êîíå÷íîñòü ýòîé
íîðìû áîëåå ñëàáîå òðåáîâàíèå, ÷åì êîíå÷íîñòü íîðìû â Lp). Äåéñòâè-
òåëüíî, äëÿ ëþáîãî α > 0 èìååì

∥f∥pp =
∫
X

|f(x)|p dµ ⩾ αpµ{x : |f(x)| > α},
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ïîýòîìó â êà÷åñòâå C ìîæíî âçÿòü ∥f∥p. Àíàëîãèÿ èç òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé: íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà P{|ξ| > α} ⩽ Eξ/α.

Ïðèìåð: ïóñòü f(x) = x−γ, x ∈ (0, 1) (ïóñòü ïàðàìåòð γ > 0). Ýòà
ôóíêöèÿ ëåæèò â Lp,∞ ïðè pγ ⩽ 1 è â Lp ïðè pγ < 1.

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

∥f + g∥p,∞ ⩽ 2(∥f∥p,∞ + ∥g∥p,∞).

Äåéñòâèòåëüíî, ìíîæåñòâî {x : |f(x) + g(x)| > α} ëåæèò â îáúåäèíåíèè
äâóõ ìíîæåñòâ {x : |f(x)| > α/2} è {x : |g(x)| > α/2}, îòêóäà

µ{x : |f(x) + g(x)| > α} ⩽ µ{x : |f(x)| > α/2}+ {x : |g(x)| > α/2} ⩽

⩽
∥f∥pp,∞
(α/2)p

+
∥g∥pp,∞
(α/2)p

= α−p2p(∥f∥pp,∞+∥g∥pp,∞) ⩽ α−p2p ·(∥f∥p,∞+∥g∥p,∞)p,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ïðîñòðàíñòâî Lp,∞ � êâàçèíîðìèðîâàííîå, â í¼ì íåðàâåíñòâî òðå-

óãîëüíèêà âûïîëíÿåòñÿ ñ êîíñòàíòíîé.
Äðóãîé ïðèìåð êâàçèíîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà � Lp, 0 < p < 1.

Èçâåñòíî, ÷òî â òàêîì Lp:

� íåò íåòðèâèàëüíûõ îòêðûòûõ âûïóêëûõ ïîäìíîæåñòâ;

� íåò íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Ïîýòîìó â òàêèõ Lp íå ðàáîòàåò äâîéñòâåííîñòü.

Çàäà÷à 1. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î L∗
p,∞?

Çàäà÷à 2. Ïîñòðîéòå ïðèìåð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí f1, . . . , fN , òàêèõ ÷òî
∥fj∥1,∞ ⩽ 1 äëÿ âñåõ j, íî ∥

∑N
j=1 fj∥1,∞ ⩾ cN logN .

Åñòü, âñ¼ æå, è õîðîøèå íîâîñòè: ëþáóþ êâàçèíîðìó ìîæíî çàìåíèòü
íà ýêâèâàëåíòíóþ (ò.å. ∥x∥1 ⩽ A∥x∥2 ⩽ B∥x∥1), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò
γ > 0, òàêîå ÷òî ∥x − y∥γ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé (âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
òðåóãîëüíèêà, íî ïîòåðÿíà îäíîðîäíîñòü).

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

µf (α) := µ{x : |f(x)| > α}.

Ôóíêöèÿ µf ïîõîæà íà ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
îòëè÷èå â ìîäóëå è â çíàêå íåðàâåíñòâà.
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Óòâåðæäåíèå. Äëÿ p > 0 èìååì∫
X

|f(x)|p dµ(x) = p

∫ ∞

0

αp−1µf (α) dα. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ x ∈ X è α ∈
(0,∞):

g(x, α) := pαp−11{|f(x)| > α}.

Èíòåãðèðóåì ñíà÷àëà ïî α, ïîòîì ïî x:∫
X

∫ ∞

0

g(x, α) dα dµ(x) =

∫
X

∫ |f(x)|

0

pαp−1 dα dµ(x) =

∫
X

|f(x)|p dµ(x) = ∥f∥pp.

Òåïåðü â äðóãîì ïîðÿäêå (ïî òåîðåìå Ôóáèíè, èíòåãðàë ïîëó÷èòñÿ
òîò æå): ∫ ∞

0

∫
X

g(x, α) dµ(x) dα =

∫ ∞

0

pαp−1µf (α) dα.

Ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Ïåðåéä¼ì ê èíòåðïîëÿöèè. Ïåðâûì ïðèìåðîì áóäåò èíòåðïîëÿöèÿ
ìåæäó Lp ïðîñòðàíñòâàìè.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè f ∈ Lp0 ∩ Lp1 , è p ∈ (p0, p1), òî f ∈ Lp. Åñëè
1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1, θ ∈ (0, 1), òî

∥f∥p ⩽ ∥f∥1−θ
p0

∥f∥θp1 .

ßñíî, ÷òî θ âñåãäà íàéä¼òñÿ; â ñëó÷àå θ ≈ 0 èìååì p ≈ p0, à åñëè θ ≈ 1,
òî p ≈ p1, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó. Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâà
ℓp(Z) ðàñòóò ñ ðîñòîì p, à ïðîñòðàíñòâà Lp[0, 1] óáûâàþò. Ïðîñòðàíñòâà
Lp(R) íå ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî èíòåðïîëÿöèÿ èìååò ìåñòî â
êàæäîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Ã¼ëüäåðà:∫
|f |p =

∫
|f |p(1−θ) · |f |pθ ⩽ (

∫
|f |p(1−θ)q)1/q(

∫
|f |pθq′))1/q′ .

Ïîëîæèì p(1− θ)q = p0, îòêóäà íåñëîæíûìè âû÷èñëåíèÿìè íàéä¼ì, ÷òî
pθq′ = p1 è âñ¼ ïîëó÷èòñÿ.
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Çàäà÷à 3. ◦ Ïóñòü p ∈ (p0, p1). Äîêàæèòå, ÷òî Lp ⊂ Lp0 + Lp1 (ñóììà ïî
Ìèíêîâñêîìó, ò.å. ýòî ìíîæåñòâî ñóìì âèäà f0 + f1, f0 ∈ Lp0 , f1 ∈ Lp1).

Ïåðåõîäèì ê îñíîâíûì òåîðåìàì èíòåðïîëÿöèè. Èõ äâå:

1. Òåîðåìà Ìàðöèíêåâè÷à (âåùåñòâåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ).

2. Òåîðåìà Ðèññà�Òîðèíà (êîìïëåêñíàÿ èíòåðïîëöèÿ).

Òåîðåìà 1 (Èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà Ìàðöèíêåâè÷à). Ïóñòü (X,µ),
(Y, ν) � ïðîñòðàíñòâà ñ ñèãìà-êîíå÷íûìè ìåðàìè, 0 < p0 < p1 < ∞.
T � îïåðàòîð, îïðåäåë¼ííûé íà Lp0(X) + Lp1(X), ïðèíèìàþùèé çíà÷å-
íèÿ â ïðîñòðàíñòâå èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà Y , ñóáàääèòèâíûé:

|T (f + g)(y)| ⩽ |Tf(y)|+ |Tg(y)|, ∀y ∈ Y,

îáëàäàþùèé ñëàáûì (p0, p0) òèïîì è ñëàáûì (p1, p1) òèïîì:

∥Tf∥Lp0,∞(Y ) ⩽ A0∥f∥Lp0 (X), ∀f ∈ Lp0(X),

∥Tf∥Lp1,∞(Y ) ⩽ A1∥f∥Lp1 (X), ∀f ∈ Lp1(X).

Òîãäà äëÿ ëþáîãî p ∈ (p0, p1) îïåðàòîð T îãðàíè÷åí èç Lp â Lp: ∥Tf∥Lp(Y ) ⩽
A∥f∥Lp(X), ãäå A = A(A0, A1, p0, p1).

Çäåñü T íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ëèíåéíûì èëè îäíîðîäíûì, íóæíà òîëü-
êî ñóáàääèòèâíîñòü (ìû ïèøåì �îïåðàòîð�, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî T
äåéñòâóåò íà ôóíêöèè).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçáåð¼ì òîëüêî ñëó÷àé p1 < ∞; ñëó÷àé p1 = ∞ àíà-
ëîãè÷åí.

Îöåíèì µf (α) è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (1). Ïîëîæèì f := fα
0 +fα

1 ,
ãäå â f0 ìû îñòàâëÿåì áîëüøèå çíà÷åíèÿ: |f(x)| > α, à â f1 � îñòàëüíûå:
|f(x)| ⩽ α. Â ñèëó ñóáàääèòèâíîñòè, |Tf | ⩽ |Tfα

0 |+ |Tfα
1 |,

ν{y ∈ Y : |Tf(y)| > α} ⩽ ν{|Tfα
0 | > α/2}+ ν{|Tfα

1 | > α/2} ⩽

⩽
Ap0

0 ∥Tfα
0 ∥p0p0

(α/2)p0
+

Ap1
1 ∥Tfα

1 ∥p1p1
(α/2)p1

=

= (2A0/α)
p0

∫
|f |>α

|f(x)|p0 dµ(x) + (2A1/α)
p1

∫
|f |⩽α

|f(x)|p1 dµ(x).
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Èìååì

∥Tf∥pp =
∫ ∞

0

pαp−1νTf (α) dα ⩽ p(2A0)
p0I1 + p(2A1)

p1I2,

ãäå îáà ñëàãàåìûõ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà:

I1 =

∫ ∞

0

αp−1

(
α−p0

∫
|f |>α

|f(x)|p0 dµ(x)
)

dα =

=

∫
X

∫ ∞

0

αp−p0−11{|f(x)| > α} dα dµ(x) =

=

∫
X

|f(x)|p0
(∫ |f(x)|

0

αp−p0−1 dα

)
dµ(x) =

=

∫
X

|f(x)|p0 · 1

p− p0
|f(x)|p−p0 dµ(x) =

1

p− p0
∥f∥pp.

Àíàëîãè÷íî îöåíèâàåòñÿ I2.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A0 = A1 = 1, 1/p = (1− θ)/p0 + θ/p1. Óëó÷øèòå îöåíêó
íà A çà ñ÷¼ò ðàçäåëåíèÿ f íà ôóíêöèè ñ ïîðîãîì γα è ïîäáîðà γ.

Ïåðåéä¼ì êî âòîðîé òåîðåìå èíòåðïîëÿöèè. Íàì ïîòðåáóåòñÿ îäíà
ëåììà èç êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Ëåììà 1 (Ëåììà Àäàìàðà î òð¼õ ïðÿìûõ.). Ïóñòü ôóíêöèÿ F àíàëè-
òè÷íà â ïîëîñå 0 < Re z < 1, íåïðåðûâíà è îãðàíè÷åíà â çàìûêàíèè
ïîëîñû. Ïðåäïîëîæèì, |F (z)| ⩽ B0 ïðè Re z = 0 è |F (z)| ⩽ B1 ïðè
Re z = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî θ ∈ (0, 1) èìååì

|F (θ + it)| ⩽ B1−θ
0 Bθ

1 , t ∈ R.

Â äðóãèõ òåðìèíàõ: ôóíêöèÿ θ 7→ ln supt |F (θ + it)| âûïóêëà íà [0, 1].
Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ a > 0 ñòåïåíü az îïðåäåëÿåòñÿ êàê ez ln a; ïðè ýòîì

|az| = aRe z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

G(z) :=
F (z)

B1−z
0 Bz

1

, Gn(z) := G(z)e(z
2−1)/n, n ∈ N.
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Íà ïðÿìîé Re z = 0 èìååì |G(it)| = |F (it)|/B0 ⩽ 1 è àíàëîãè÷íî |G(1 +
it)| ⩽ 1. Äàëåå, äëÿ z = x+ it èìååì

|e(z2−1)/n| = ex
2/n−t2/n ⩽ e1−t2/n,

ïîýòîì Gn → 0 ïðè t = Im z → ∞. Çíà÷èò, ïðè |t| ⩾ t(n) â ïîëîñå
0 ⩽ x ⩽ 1 èìååì |Gn(x + it)| ⩽ 1. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî íà ãðàíè÷íûõ
ïðÿìûõ |Gn(z)| ⩽ |G(z)| ⩽ 1. Â ñèëó ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, |Gn(x+it)| ⩽ 1
â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 ⩽ x ⩽ 1 è |t| ⩽ t(n). Çíà÷èò, |Gn(z)| ⩽ 1 âî âñåé
ïîëîñå. Ïîñêîëüêó Gn(z) → G(z) ïðè ôèêñèðîâàííîì z è n → ∞, òàêæå
|G(z)| ⩽ 1 â ïîëîñå. Íà ïðîìåæóòî÷íîé ïðÿìîé òîãäà èìååì

|F (θ + it)| ⩽ |G(θ + it)|B1−θ
0 Bθ

1 ⩽ B1−θ
0 Bθ

1 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåîðåìà 2 (Èíòåðïîëÿöèîííàÿ òåîðåìà Ðèññà�Òîðèíà.). Ïóñòü (X,µ)
è (Y, ν) � ïðîñòðàíñòâà ñ ñèãìà-êîíå÷íûìè ìåðàìè, 0 < p0, p1 ⩽ ∞ è
1 ⩽ q0, q1 ⩽ ∞, è çàäàí ëèíåéíûé îïåðàòîð T : Lp0(X) + Lp1(X) → S(Y )
(÷åðåç S(Y ) îáîçíà÷àåì ïðîñòðàíñòâî èçìåðèìûõ ôóíêöèé). Ïóñòü T
èìååò ñèëüíûé òèï (p0, p1) è ñèëüíûé òèï (q0, q1):

∥Tf∥q0 ⩽ M0∥f∥p0 , ∀f ∈ Lp0 ,

∥Tf∥q1 ⩽ M1∥f∥p1 , ∀f ∈ Lp1 .

Òîãäà ïðè θ ∈ (0, 1) îïðåäåëèì p è q ðàâåíñòâàìè 1/p = (1−θ)/p0+θ/p1,
1/q = (1− θ)/q0 + θ/q1. Òîãäà T ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì èç
Lp â Lq, ïðè÷¼ì

∥Tf∥q ⩽ M1−θ
0 M θ

1∥f∥p.

Çàìå÷àíèÿ. Çäåñü âàæíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûå. Âñÿêèé îïå-
ðàòîð ìåæäó âåùåñòâåííûìè ïðîñòðàíñòâàìè T : X → Y ìîæíî ïðîäîë-
æèòü íà èõ êîìïëåêñèôèêàöèþ: TC(f + ig) = Tf + iTg, íî ïðè ýòîì
èíîãäà óâåëè÷èâàåòñÿ íîðìà.

Çàäà÷à 5. Ïðèâåñòè ïðèìåð îïåðàòîðà Lp → Lq äëÿ âåùåñòâåííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ, ó êîòîðîãî ïîñëå êîìïëåêñèôèêàöèè óâåëè÷èâàåòñÿ íîðìà.

Çàäà÷à 6. Âîçìîæíî ëè ýòî ïðè p = q?

Äîêàæåì òåîðåìó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íóæíî îöåíèòü ∥Tf∥q äëÿ ∥f∥p ⩽ 1, äëÿ ýòîãî ïî äâîé-
ñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî îöåíèòü ⟨Tf, g⟩ äëÿ âñåõ g ∈ Lq′ , ∥g∥q′ ⩽ 1 (ìû
îáîçíà÷àåì ⟨u, v⟩ =

∫
uv). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî f è g ýòî ïðîñòûå ôóíêöèè,

äàëüøå ïðåäåëüíûé ïåðåõîä (ñì. çàäà÷ó íèæå).
Èòàê, f =

∑m
k=1 uk1Ak

, uk ∈ C, Ak � íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà.
Àíàëîãè÷íî, g =

∑n
j=1 vj1Bj

, vj ∈ C. Çàïèøåì â áîëåå óäîáíîì âèäå:

f =
m∑
k=1

ake
iαk1Ak

, ak > 0, αk ∈ R,

g =
n∑

j=1

bke
iβk1Bk

, bk > 0, βk ∈ R.

Äàëåå, ïîëîæèì p(z) = p
p0
(1− z) + p

p1
z, q(z) = q′

q′0
(1− z) + q

q′1
z,

fz :=
m∑
k=1

a
p(z)
k eiαk1Ak

, gz :=
n∑

j=1

b
q(z)
k eiβk1Bk

.

Íàêîíåö, F (z) := ⟨fz, gz⟩. ßñíî, ÷òî ýòî àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ. Õîòèì
ïðèìåíèòü ëåììó Àäàìàðà. ×òî ïðîèñõîäèò íà ãðàíè÷íûõ ïðÿìûõ:

|F (it)| = ⟨Tfit, git⟩ ⩽ ∥Tfit∥q0∥git∥q′0 ⩽ M0∥fit∥p0∥git∥q′0 ,

∥fit∥p0p0 =
m∑
k=1

apkµ(Ak) = ∥f∥pp ⩽ 1,

àíàëîãè÷íî ∥git∥
q′0
q′0

= ∥g∥q
′

q′ ⩽ 1. Èòîãî, |F (it)| ⩽ M0. Àíàëîãè÷íî |F (1 +

it)| ⩽ M1. Ïðèìåíÿåì ëåììó Àäàìàðà, ïîëó÷èì |F (θ + it)| ⩽ M1−θ
0 M θ

1 ,
íî F (θ + it) = ⟨Tf, g⟩, ÷òî è íóæíî áûëî îöåíèòü.

Çàäà÷à 7. Ïðîâåñòè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â òåîðåìå ïîäðîáíî.

Îòìåòèì îñîáåííîñòè ýòèõ äâóõ òåîðåì:

� âåùåñòâåííàÿ èíòåðïîëÿöèÿ òðåáóåò ìåíüøå: òîëüêî ñëàáûé òèï è
ñóáëèíåéíîñòü âìåñòî ëèíåéíîñòè;

� êîìïëåêñíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ äà¼ò î÷åíü òî÷íóþ îöåíêó íîðìû, íî
òðåáóåò êîìïëåêñíûõ ïðîñòðàíñòâ è íîðìèðîâàííîñòè â îáðàçå (qi ⩾
1), ÷òîáû ðàáîòàëà äâîéñòâåííîñòü.
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Ïðèìåðû èíòåðïîëÿöèè. 1. Ìàòðèöà A = (Ai,j), 1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽
m, Ai,j ∈ C. Åñëè

∑n
i=1 |Ai,j| ⩽ B äëÿ âñåõ j è

∑m
j=1 |Ai,j| ⩽ B äëÿ âñåõ i,

òî
∥Ax∥ℓmp ⩽ B∥x∥ℓnp , ∀x ∈ Cn.

Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå íà ñóììó ïî ñòîëáöàì îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà A èç
ℓ1 â ℓ1 íå áîëüøå B, óñëîâèå ïî ñòðîêàì îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà A èç ℓ∞ â
ℓ∞ íå áîëüøå B. Äàëüøå ïðèìåíÿåì èíòåðïîëÿöèþ Ðèññà�Òîðèíà.

2. Íåðàâåíñòâî Þíãà äëÿ ñâ¼ðòîê:

∥f ∗ g∥Lr(T) ⩽ ∥f∥Lp(T) · ∥g∥Lq(T),
1

p
+

1

q
=

1

r
+ 1.

Ôèêñèðóåì f ∈ L1 è ðàññìîòðèì îïåðàòîð g 7→ f ∗ g. Îí îãðàíè÷åí
L1 → L1 (áûëî íà 1-é ëåêöèè). Îí, ëåãêî âèäåòü, îãðàíè÷åí L∞ → L∞.
Ïî èíòåðïîëÿöèè, îí îãðàíè÷åí q → q: ∥f ∗ g∥q ⩽ ∥f∥1∥g∥q.

Äàëåå, ôèêñèðóåì f ∈ Lq è ðàññìîòðèì îïåðàòîð f 7→ f ∗ g. Îí
îãðàíè÷åí L1 → Lq. Èç íåðàâåíñòâà Ã¼ëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî îí îãðàíè÷åí
Lq′ → L∞. Îñòàëîñü ïðîèíòåðïîëèðîâàòü ìåæäó (1, q) è (q′,∞).

3. Íåðàâåíñòâî Õàóñäîðôà�Þíãà.
Ïóñòü 1 ⩽ p ⩽ 2. Åñëè f ∈ Lp(T), òî f̂ ∈ Lq, òî÷íåå,(∑

n∈Z

|f̂(n)|q
)1/q

⩽ ∥f∥Lp .

4. Ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè�Ëèòëâóäà. Äëÿ f ∈ L1(R) ïîëîæèì

M(f, x) = sup
I∋x

1

|I|

∫
I

|f(t)| dt.

Çäåñü I � ïðîèçâîëüíûé îòðåçîê, ñîäåðæàùèé I.
M � íåëèíåéíûé îïåðàòîð, ïîýòîìó íóæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìó Ìàð-

öèíêåâè÷à. M èìååò ñèëüíûé òèï (∞,∞), íî íå èìååò ñèëüíîãî òèïà
(1, 1).

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî íåò ñèëüíîãî (1,1) òèïà.

Îäíàêî, M èìåååò ñëàáûé (1,1) òèï:

µ{x ∈ R : M(f, x) > α} ⩽ C
∥f∥1
α

. (2)
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Ïîýòîìó ìû ìîæåì èíòåðïîëèðîâàòü è ïîëó÷èòü ñèëüíûé (p, p) òèï:

∥Mf∥p ⩽ C(p)∥f∥p, 1 < p < ∞.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (2) íàì ïîòðåáóåòñÿ ëåììà.

Ëåììà 2. Ïóñòü E ⊂ R èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, E ïîêðûòî ñèñòåìîé
èíòåðâàëîâ (íå îáÿçàòåëüíî ñ÷¼òíîé):

E ⊂
⋃
γ

Iγ.

Òîãäà ìîæíî âûáðàòü êîíå÷íóþ èëè ñ÷¼òíóþ ïîäñèñòåìó I1, . . . , Ik, . . .
ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ, òàê ÷òî∑

k⩾1

|Ik| ⩾
1

5
µ(E). (3)

Âûâåäåì (2). Ïóñòü E = {x : M(f, x) > α}. Êàæäûé x ∈ E ïîêðûò
èíòåðâàëîì Ix, íà êîòîðîì ñðåäíåå |f | áîëüøå α. Âûáåðåì ïî ëåììå èí-
òåðâàëû I1, . . .. Òîãäà

µ(E) ⩽ 5
∑
k⩾1

|Ik| ⩽ 5α−1
∑
k⩾1

∫
Ik

|f | ⩽ (5/α)∥f∥1.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ëåììó. Âûáèðàåì èíòåðâàëû æàäíûì îáðàçîì: I1
òàêîé ÷òî |I1| > 1

2
sup |Iγ|, äàëåå ñðåäè äîïóñòèìûõ (òå ÷òî íå ïåðåñåêà-

þòñÿ ñ I1) âûáèðàåì I2:

|I2| >
1

2
sup{|I| : I ∩ I1 = ∅}.

È òàê äàëåå. Äîêàæåì (3). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |Ik| → 0 ïðè k → ∞.
Äîêàæåì, ÷òî ðàçäóòûå â 5 ðàç îòíîñèòåëüíî ñâîåãî öåíòðà Ik ïîêðîþò
E. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî îíè ïîêðîþò âñå Iγ. Áåð¼ì êàêîé-òî Iγ. Åñëè
îí íå ïîïàë â íàáîð, òî íàø¼ëñÿ ïåðâûé øàã k òàêîé ÷òî |Ik+1| < 1

2
|Iγ|.

Ðàç ìû íå âçÿëè Iγ íà (k + 1)-ì øàãå, òî îí ïåðåñåêàåòñÿ c îäíèì èç Ij,
j ⩽ k. Ïðè ýòîì |Ij| ⩾ 1

2
|Iγ|. Çíà÷èò, ðàçäóòûé Ij ïîêðûâàåò Iγ.
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